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Schema des Anfrage-Lernens

Gegenbeispiel

s B



Polynomialzeitlernen mit einem Lehrer

“minimally adequate teacher” MAT Modell

Anfragetypen

Im Bereich des Lernens regularer Sprachen und ahnlicher Objekte sind haupt-
sachlich folgende Typen von Anfragen betrachtet worden:

Elementanfragen: Ist x € L?

Antwort: “Ja” oder “Nein”.

Aquivalenzanfragen: Erzeugt der Automat M die Sprache L?

Antwort: “Ja” oder ein Gegenbeispiel x, auf dem M einen Fehler macht.
Teilmengenanfragen: Erzeugt M eine Teil-/Ober-Menge von L?

Antwort: “Ja” oder “Nein”.




Gegenbeispiele sind notwendig bei Aquivalenzanfragen

Sonst: exponentiell viele Anfragen maoglich!

Um eine Sprache der Form {x} zu lernen (die von einem endlichen Automaten
mit |x| + 1 Zustanden erkannt wird), mussen ggf. alle Strings y der Lange |x|
durchprobiert werden;

das heif3t: der Lernalgorithmus muss fragen, ob y € L ist (oder ob L = {y} ist).
Dieser Aufwand ist exponentionell.

Umgekehrt gentigt aber auch ein exponentioneller Aufwand:

Der Lernalgorithmus erzeugt in der Reihenfolge inrer GréBe alle endlichen Au-
tomaten und stellt Aquivalenzanfragen.

Eie polynomiale Zeitbeschrankung ist so die wesentliche HUrde beim Algorith-
menentwurt.
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Anfrage-Lernen von regularen Sprachen

Satz: [Angluin] Es gibt einen Algorithmus (genannt L*),

der fur jeden unbekannten, endlichen Automaten M der GréBe n

in Zeit p(n, m)

mittels Aquivalenzanfragen und Elementanfragen

einen Automaten N lernt, der zu M aquivalent ist.

Dabei ist p ein Polynom und m die grof3te Lange eines Gegenbeispiels.



Hilfsdefinitionen und -aussagen

Der Algorithmus L* braucht eine spezielle Datenstruktur:

Die Beobachtungstabelle (S, E, T) ist gegeben wie folgt:

E (Experimente) ist eine endliche, unter Suffixbildung abgeschlos-
sene Menge von Wortern, d.h.: Vte € E: e € E.

S (potentielle Zustande) ist eine endliche, unter Prafixbildung abge-
schlossene Menge von Wortern, d.h.: Vst € S:s € S.

T ist eine endliche Funktion T : S- (X U{A}) - E — {0, 1}, die flr jedes
s-t-eeS-(ZU{A}) - E speichert, ob der gesuchte Automat M die
Eingabe ste akzeptiert oder nicht.

Bezeichnung: row(s) ={(e, T(se)) | e € E}.

(S, E, T) hei3t konsistent, wenn:

Vsi,s2 € SVa € L :row(sy) = row(sy) ~ row(sja) = row(s,a).
(S, E, T) ist geschlossen, wenn:

Vsy € SVa € Z3s; € S : row(sy) = row(sa).

bbb

C O OO = 0O OC ==

©C - OCOC O OO —= o0




Automaten aus Beobachtungstabellen
Zu jeder konsistenten und geschlossenen Tabelle (S, E, T) definiert man den Automaten M (S, E, T)
wie folgt:

Zustandsmenge ist Q = {row(s) | s € S}.
Startzustand ist qp = row(A).
Akzeptierende Zustande F sind alle row(s) mit T(s) = 1.

Ubergangsfunktion &: §(row(s), a) = row(sa).

Die Ubergangsfunktion ist wohldefiniert:

Sind s1,s; € Smitrow(s;) = row(s;), so gilt fir jedes a € X wegen der Konsistenz der Beobach-
tungstabelle row(sja) = row(s,a), und da die Tabelle geschlossen ist, ist row(sja) = row(s)
flreins € S.

Durch Induktion Gber die Lange der Eingaben lasst sich zeigen:
Lemma: FuUr jeden Automaten M(S, E, T) einer geschlossenen konsistenten Beobachtungsta-
belle (S, E, T) gilt: Ist s aus S U SX, so gilt 6*(qo, s) = row(s).
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Ein Beispiel

bba
bbb

C O OO === O o == >

C 2 OCOC O O o —= 0O o

T4 entspricht der Automat:
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Lemma: Fir jeden Automaten M(S, E, T) einer geschlossenen konsistenten Be-
obachtungstabelle (S, E, T) gilt: M(S, E, T) ist konsistent mit T, d.h., ist s aus
SuSZundeauskE,soistse e L(M(S,E,T)) genau dann, wenn T(se) = 1.

BEWEIS. Wir zeigen das Lemma durch Induktion Uber die Lange von e.

Iste =Aunds € (SUSLX), so qgilt 6*(qp, se) = row(s) mit dem voranstehenden
Lemma.

Liegt s € S, so: row(s) Endzustand < T(s) = 1.

Liegt s € SX, so: ds’ € S : row(s) = row(s’), denn die Beobachtungstabelle ist
geschlossen.

row(s) = row(s’) ist Endzustand < T(s/) =1 < T(s) =1.

IV: Die Behauptung qilt fr alle e € E der Lange hochstens k.

Betrachte ein e € E der Lange k + 1.

Da E suffixabgeschlossen ist, gilt e = ae’ flir einen Buchstaben a und ein e’ € E.
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Sei s ferner ein beliebiges Element aus S U SL.
Da die Beobachtungstabelle geschlossen ist, gibt es ein s’ € S mit row(s) =
row(s’). ~»

5*(q0,86) o* (q0> ) /)

il

=5*(row(s), ae’) wegen des vorigen Lemmas
=5*(row(s’), ae’) denn row(s) = row(s’)
=5*(8(row(s’), a), e’)

=5*(row(s’a), e’)
=5*(8*(q ,s a) e) wegen des vorigen Lemmas

—6*( ,s'ae’).

Wir kdnnen IV auf e anwenden.

5*(qp, s’ae’) ist ein Endzustand genau dann, wenn T(s’ae’) = 1 ist.

Wegen row(s’) = row(s) und ae’ = e € E gilt T(s’ae’) = T(sae’) = T(se).

Also ist 6*(qg, se) Endzustand genau dann, wenn T(se) = 1. O

per def. von §



Lemma: Fir jeden Automaten M(S, E, T) einer geschlossenen konsistenten Be-
obachtungstabelle (S, E, T) gilt: Jeder mit T konsistente DEAM' = (£, Q’, q), F/, 8)
mit hochstens soviel Zustanden wie M(S, E, T) ist isomorph zu M (S, E, T).

BEWEIS. Wir konstruieren solch einen Isomorphismus:

Definiere row : Q/ x E — {0, 1} mit row(q’)(e) =1 & §*(q',e) € F'.
Da M/ konsistent mit T ist, gilt:

Vs € (SUSL)Ve € E:8™*(qp,se) € F/ & T(se) = 1.

~ 8™(8™(qp, 5),e) € ! & T(se) =1,

d.h., row(6*(qo, s)) ist gleich row(s) in M(S, E, T).

Da s € S beliebig, ist {row(5'*(qg,s)) | s € S} D Q.

Also hat M’/ genauso viele Zustande wie M(S, E, T).

Es gibt daher eine Funktion ¢, die jedem row(s) € Q in eindeutiger Weise ein
q’ € Q' zuordnet mit row(s) = row(q’);

setze ndmlich ¢(row(s)) = 5"*(qy, s). ¢ is bijektiv.
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Wir mlussen noch zeigen: Automatenstrukturerhaltung.

Anfangszustand: ¢(qo) = ¢(row(A)) = 6"*(q),A) = q).

Endzustande: z.z.: $(F) = F'.

Liegt row(s) in F, so gilt T(s) = 1;

also ¢(row(s)) € F/ wegen row(d(row(s))) = row(s).

Liegt d(row(s)) € F/, so T(s) =1, d.h., row(dp(row(s))) = row(s) € F.

Als Ubungsaufgabe zeige man, dass fir alle s € S und Zeichen a € Z gilt:
d(5*(row(s), a)) = 8"*(d(row(s)), a).

Dabei benutze man, dass man o.E. voraussetzen kann, dass aus row(q’) =
row(p’) flir zwei Zusténde q’,p’ € Q’ ihre Gleichheit folgt. 0

Satz: Es sei (S, E, T) eine konsistente geschlossene Beobachtungstabelle.
Dann ist M(S, E, T) der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte kleinste DEA
(Minimalautomat), der konsistent mit T ist.



Beweis des Satzes von Angluin: Der Lernalgorithmus 1L*:
Initialisiere S = {A} und E = {A}.
(1) % Beginn Schleife 1, um M zu lernen.
(2) % Mache (S, E, T) konsistent und geschlossen:
Solange T auf einemt € S - (£ U{A}) - E undefiniert,
bestimme T(t) mittels einer Elementanfrage bei t.
Wenn (S, E, T) nicht konsistent ist,
dann finde s1,s0 € S, a € und e € E mit row(sy) = row(sy) A T(s1ae) # T(s,ae);
addiere ae zu E und gehe zu (2).
Wenn (S, E, T) nicht geschlossen ist,
dann finde s; € Sund a € X mit row(s1a) # row(s,) fur alle s, € S;
addiere sja zu S und gehe zu (2).
% Aquivalenzanfrage:
Wenn L(M(S,E, T)) 4 L(M), dann addiere alle Prafixe des Gegenbeispiels zu S; gehe zu (1).
14



Trivialerweise ist der Algorithmus korrekt, sofern er terminiert.

Warum terminiert L*?

Es seien L die zu lernende regulare Sprache und n die Zustandszahl von A(L).
Beachte, dass wegen des vorigen Satzes nie ein Automat mit mehr als n Zu-
standen kontruiert werden wird.

Wir zeigen: Schleife (2) kann hochstens n — 1-mal durchlaufen werden, denn die
Anzahl verschiedener Zeilen ist gerade die Zustandszahl von M(S, E, T).
Angenommen, ein Wort wird zu E hinzugefugt, weil die Tabelle inkonsistent ist.
Dann wachst die Zahl der verschiedenen Zeilen row(s) um wenigstens 1, da
zweli bislang gleiche Zeilen row(sy) und row(s,) nach der Erweiterung von E
verschieden sein missen. Aul3erdem bleiben zwei verschiedene Zeilen trivialer-
weise verschieden nach irgendeiner E-Erweiterung.

Angenommen, ein Wort s’a wird zu S hinzugefiigt, weil die Tabelle nicht ge-
schlossen ist. Per Def. ist row(s’a) # row(s) fir alle “alten” s. Also wéchst die
Zahl der verschiedenen Zeilen row(s) auch in diesem Fall um wenigstens 1. O



Mitteilung: Genau genommen bendtigt der Algorithmus L*
héchstens n — 1 Aquivalenzanfragen und
O(|Z|mn?) viele Elementanfragen.

Rivest und Schapire haben eine Modifikation vorgeschlagen,
die mit O(|Zn? + nlog m) vielen Elementanfragen auskommt.
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Beispiel: Betrachte L C £* mit £ = {a, b}, deren Woérter alle eine gerade Anzahl
von as und eine gerade Anzahl von bs enthalten.

Die Anfangsbeobachtungstabelle T; enthalt (nach drei Elementanfragen) die Wer-
te Ti(A) =1, Ti(a) = T1(b) =0und esist S = E = {A}. Ty ist konsistent, aber
nicht geschlossen, da (z.B.) row(a) # row(A).
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L* fugt daher a zu S hinzu und fragt nach der Mitgliedschaft von aa und ab,
l.e., Thr(aa) = Tund Th(ab) = 0. T, (das aul3erdem die Werte von T; enthalt) ist
konsistent und geschlossen und fiihrt zur Aquivalenzanfrage fiir den Automaten:

b
”@@
_ L
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Angenommen, der Lehrer wahlt als Gegenbeispiel bb.
L* figt daher b und bb zu S hinzu (A ist ja schon ent-
halten) und erfragt die Worter ba, bba und bbb, um die
Beobachtungstabelle T3 zu erhalten.

Wegen row(a) = row(b), aber row(aa) # row(ba) ist
diese Tabelle inkonsistent.

Deshalb figt L* a zu E hinzu und konstruiert mittels von
fnf weiteren Elementanfragen die folgende Tabelle T14:

bba
bbb

C O OO === 0O o == >

N oo Neollo N Neolle)
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T4 entspricht der Automat:
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Nehmen wir nun an, der Lehrer gebe das Gegenbeispiel abb.
Daraufhin fagt L* ab und abb zu S hinzu.
Mit fanf weiteren Elementanfragen erhalt L*:

Ts

A

a

b

bb
ab
abb
aa
ba
bba
bbb
aba
abba
abbb

Die Tabelle ist geschlossen, aber inkonsisten
~> Tg

b far T6

o)

©C - OC O OO = OO —= O OC —»

OO =2 = 0O OC O OCC O —=0 0

Q cooco—~ocolmocoOoC—=-Oo

—

,darow(b) = row(ab), aber row(bb) # row(abb).
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Automat zu Tg:
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Naheliegende Fragen

Man konnte im Grunde zu jeder Beobachtungstabelle einen sie verallgemeinern-
den endlichen Automaten angeben (mit Zustanden row(s) fur s € S).

Welche Eigenschaften hatte so ein Automat, wenn:

e die Tabelle nicht vollstandig mit Elementanfragen ausgeflllt ware?

e die Tabelle inkonsistent ware? (Bsp.: T3)

e die Tabelle nicht geschlossen ware? (Bsp.: Tq)

22



Satz: Eine reguldre Sprache kann in Zeit O(n3+m3) mittels Aquivalenzanfragen
gelernt werden, wobei n die Anzahl der Zustande des kleinsten Automaten fur
diese Sprache und m die maximale Lange eines Gegenbeispiels ist.

BEWEIS. Wir beschranken uns beim folgenden Argument auf Sprachen tber
{a, b}.

Es sei M, My,... eine Liste aller endlichen Automaten, geordnet nach der An-
zahl ihrer Zustande. Ly, L1, ... seien die von ihnen erkannten Sprachen.

Daher hat My, hochstens log(k) Zustande.

Die Grundidee des Algorithmus ist, die Automaten My, My, ... in der Reihenfol-
ge ihrer Grol3e durchzuprobieren und gleichzeitig mit den Anfragen Ny, Nq,...
das Gegenbeispiel so hochzutreiben, dass die polynomiale Schranke in n und

m erhalten bleibit.
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Der Algorithmus lauft wie folgt:

Setze k = 0.
(*) % Schleifenstart

Produziere einen Automaten Ny fur Ly A {al.

Frage, ob Ny die gesuchte Sprache erzeugt.

Bei Antwort “Ja” gib Ny aus und terminiere.

Bei Antwort “Nein” mit Gegenbeispiel x # a¥,
setze k = k + 1 und geh nach (*).

Bei Antwort “Nein” mit Gegenbeispiel a*:

frage, ob My die Sprache erzeugt.

Wenn “Ja”, gib My aus und terminiere.
Wenn “Nein”, setze k = k 4+ 1 und geh nach (*).



No, N1,... werden zuerst gefragt, damit in dem Fall, wenn M, die gesuchte
Sprache erzeugt, noch gerade eben vorher ein entsprechend langes Gegenbei-
spiel ausgegeben wird.

Antwortet der Lehrer mit einem anderen Gegenbeispiel als a*, so wei3 man,
dass auch My, falsch ist.

Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten gemaf3 einem der bei-
den folgenden Falle:

e L, A {a¥}ist die gesuchte Sprache, die von Ny erzeugt wird. My hat log(k)
Zustande und LkA{ak} kann von einem Automaten mit n Zustanden erzeugt
werden. Der Produktautomat akzeptiert {a*} = Ly A (L A {a*}) mit nlog(k)
Zustanden. Es folgt n > lokg%, da ein endlicher Automat, der {a*} akzeptiert,
mindestens k + 1 Zustande benotigt.



e [, ist die gesuchte Sprache. Das letzte Gegenbeispiel hatte die Lange k
und daher ist m > k.

Jeder Schleifendurchlauf benotigt O(k - log(k)) Schritte.
(Im Wesentlichen um den Automaten Ny hinzuschreiben und zu vergleichen, ob das Antwortwort
a* ist. Die Rechnungen mit My fallen dagegen kaum ins Gewicht.)

Da k Schleifendurchlaufe stattgefunden haben, ist der Gesamtaufwand O(k? -

log(k)). In beiden Fallen gilt auBerdem n + m > log% und der Gesamtaufwand

des Lernalgorithmus kann mit O(n3 +m3) nach oben abgeschatzt werden. O



L* erflllt Uniformitatsbedingung:

Bei der k-ten Anfrage ist die Rechenzeit bis zu dieser Anfrage sowie auch ihre
Lange polynomial beschrankt in n und der maximalen Lange m’ der Gegenbei-
spiele zu den Anfragen 1,2, ...,k — 1.

Das verhindert den Trick aus dem vorigen Satz.

Mitteilung: Es gibt einen Algorithmus und ein Polynom p, der jede unbekannte,
von einem Automaten mit n Zustanden erzeugte, regulare Sprache in Zeit p(n)
mittels Teilmengenanfragen an einen Lehrer lernt.
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Zur Orientierung von Robotern

Eine Umgebung E ist ein Tupel (Q, X, 8, q¢, F), wobei

Q eine endliche Zustandsmenge,

X das Alphabet der méglichen Aktionen,

d:Q x X — Q die Transitionsfunktion,

qo € Q der Startpunkt und

F: Q — {0, 1} die Beobachtungsfunktion (Endzustand ?) sind.

Schreibweise fur die Beobachtungsfolge als Reaktion auf eine Aktionenfolge,
anfangend in einem gewissen Zustand q € Q:

wir setzen q(A\) = F(q) und

q{va) = q{(v)F(6*(q,va)) fur beliebige v e £* und a € .

Ferner sei Q(w) ={q(w) | g € Q} firw € X*.

Naheres finden Sie in der Arbeit von Rivest und Schapire.
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Wir sagen, dass die Folge w zwei Zustande q1, q, unterscheidet, wenn qj{w) #
q2(w).

Erinnerung: In einem deterministischen Minimalautomaten mit n Zustanden gibt
es zu jedem Zustandspaar stets (mindestens) eine unterscheidende Eingabe
der Lange hochstens n.

Eine Aktionsfolge h heil3e Oriungsfolge (engl.: homing sequence), falls fur alle
qi,q> € Q aus q1(h) = g,(h) die Zustandsgleichheit 6*(q7, h) = 8*(q>, h) folgt.

Bemerkung: Ortungsfolgen sind urspringlich im Zusammenhang mit dem Te-
sten von Schaltkreisen betrachtet worden, s. das 13. Kapitel in Z. Kohavi: Swit-
ching and Finite Automata Theory, McGrawHill, 1978.
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Beispiel: Ein Roboter muss sich in folgender einfachen Umgebung orientieren:

=

Als Antwort auf die Aktionenfolge xy be-
obachtet der Roboter, ausgehend von
Zustand C, C({xy) = 010, wenn wir 0 mit
“weilBer Zustand” und 1 mit “grauer Zu-
stand” interpretieren.

xy unterscheidet die Zustande C und D,
aber nicht die Zustande A und B.

Die Aktion x ist Ortungsfolge:

Aus q(x) = 00 folgt 6(q,x) = C,

q(x) = 01 impliziert 5(q,x) = B und
d(q,x) = 11 liefert 6(q, x) = A.

27



Satz: [Moore] Jeder deterministische Minimalautomat mit n Zustanden hat eine

Ortungsfolge der Maximallange n?.

BEWEIS. Anstelle eines formalen Beweises betrachte man folgendes Programm-

fragment:
Setze h = A
Solange es g7 # gy in Q gibt mit:

q1(h) = q2(h) aber q; = 8"(qy,h) # 8*(qz, h) = q; tue:

Bestimme x € I*, das q7 und q; unterscheidet.
Setze h = hx.

Man Uberlegt sich leicht, dass die Schleife hochstens n mal durchlaufen wird. O

Mitteilung: Trotz dieses einfachen Konstruktionsverfahrens flr Ortungsfolgen ist
es NP-vollstandig, eine klrzeste Ortungsfolge zu finden.
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Ein Orientierungsalgorithmus (von Rivest und Schapire)

Eingabe: Eine Ortungsfolge h der zu lernenden Umgebung E.
Ausgabe: Der E entsprechende minimale DEA.

1. FUhre h aus und beobachte die Folge o.
Wenn o noch nicht betrachtet wurde: Erzeuge L.
Simuliere die nachste Anfrage von L§:

Falls L}, eine Elementanfrage fur w stellt, so:

gib (durch Experimentieren) L die Ausgabe des durch die Ak-
tionsfolge w erreichten Zustands.

Falls L% eine Aquivalenzanfrage stellt, so:

Ist der mutmalf3liche DEA korrekt, so gib ihn aus,

sonst: liefere ein Gegenbeispiel fir LY; geh zu 1.

29



Der Algorithmus hat noch mehrere Nachteile:

1. Woher soll die Ortungsfolge h kommen?

2. Woher weil3 der Roboter, wann “sein” DEA korrekt ist?

3. Woher erhalt der Roboter ein Gegenbeispiel?

30



Zum Lernen nicht-regularer Sprachen

Unter einer Permutation ¥ wollen wir hier genauer eine Familie von Permutatio-
nen VY, der Menge {1, ...,n} verstehen.
Y [asst sich als Abbildung ¥ : ©* — X* deuten, die Woérter der Lange n gemaf3

Pn umordnet, d.h., fir ay,...,an € X gilt:

‘P(a1 oo an) — all)n(]) co all)n(n) .

Die Permutation W(L) einer Sprache L C X* ist dann die Menge aller durch ¥
permutierten Worter von L.
FUr eine Sprachfamilie £ ist W(£) die Menge aller durch ¥ permutierten Spra-

chen aus L.
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Betrachte (WEH)~1(1) =1, (YEH) = (m) = 2 und
(WEO (k) =2+ (WEL,) Mk = 1) furn > Tund 1 < k < n.
WEL — (PEL | 1 € N}~ WEL({(ab)" | n € N}) = {a™b" | n € N}

Satz: [Amar/Putzolu] Es bezeichne REG die regularen Sprachen. Dann gilt: REG C VE(REG).

BEWEIS. Das Beispiel liefert die Striktheit der Inklusion.
Weshalb gibt zu jeder regularen Sprache L eine andere regulare Sprache L’ mit L = WE(L/)?
Betrachte eine induzierte Zustandsfolge eines Automatens A fir L:

a a az a4 as ... an-3 an-—2 0aAn-1 dn
i 92 93 94 ds ... dn-3 dn-2 qn-1 (n
a an a2 an-1 a3 an—2 a4 an—3 0s

dr dn 92 gn-1 93 gn-2 94 dn—-3 G5

Der simulierende Automat (fir L’) muss daher A abwechselnd vorwarts und riickwérts simulie-
ren. ~» Ubungsaufgabe ! O
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