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Grunddefinition

Ein parameterisiertes Problem P ist ein Entscheidungsproblem zusammen mit
einem ausgezeichneten so genannten Parameter.

Formal bedeutet dies: Die Sprache der v -instanzen von P, L(P), ist Teilmenge
von 2* x N.

Eine Instanz eines parameterisierten Problems P ist daher ein Paar (I,k) €
2% x N.

Ist P ein parameterisiertes Problem mit L(?) C 2* x Nund {a, b} C X, dann ist
Lc(P) = {Iab¥ | (I, k) € L(P)} die zugeordnete klassische Sprache.

So kdnnen wir auch von der NP-Harte eines parameterisierten Problems spre-
chen.



Ein parameterisiertes Problem P, formal also eine Sprache L C 2* x N, gehort
zur

Klasse FPT (fixed parameter tractable)

falls es einen Algorithmus gibt, der die Frage “(x, k) € L?” in Zeit

f(k) - p(Ix])
entscheidet (f bel., p Polynom).



Kerne

Es sei ein parameterisiertes Problem. Eine Kernreduktion (kernelization) ist eine
in Polynomzeit berechenbare Abbildung K, welche eine Instanz (I, k) von P auf
eine Instanz (I’, k’) von P abbildet derart, dass

e (I, k) ist eine v -Instanz von P gdw. (I’, k’) ist eine v -Instanz von P,

e size(I’) < f(k), und

e k/ < g(k) fUr beliebige Funktionen f und g.



(I’, k') heiBt auch Kern (kernel) (von I), und size(1’) die Kerngrof3e.

Von besonderem Interesse: Kerne polynomieller oder gar linearer Gro3e; hat
man sie, so kann man eine Losung durch naives Durchprobieren “halowegs ef-

fizient” (s.u.) finden.

Eine Kernreduktion heif3t echt, falls if g(k) < k.



Algorithm 1 A brute force FPT algorithm from kernelization

Input(s): kernelization function K, a brute-force solving algorithm A for P, in-
stance (I, k) of P
Output(s): solve (I, k) in FPT-time

Compute kernel (I’,k’) = K(I, k)
Solve (I, k') by brute force, i.e., return A(I’,k’).




Problemkerneigenschaft = FPT

Satz 1 Ein parameterisiertes Problem liegt in FPT gdw. es einen Problemkern
besitzt.

Beweis: Problemkern = FPT v (s.0.)

Zu zeigen: Problemkern & FPT

Sei A ein Algorithmus, der ein parameterisiertes Problem P in Zeit f(k)n® 16st.
Wahle triviale v -Instanz I und triviale x-Instanz I~ von P.

Bei Eingabe von (I, k) betrachte folgende Reduktion R:

Lasse A (hochstens) nct! viele Schritte laufen.

Liefert A hierbei Ergebnis (d.h., f(k)n¢ < n¢t1), so gibt R entsprechend I oder
[~ zurdck.

Sonst gilt: n < f(k), sodass R als Ergebnis (I, k) zurlickliefern kann. O



Beispiel: Knotenuberdeckungsproblem gemaf S. Buss

Reduktionsregel 1 (Buss Regel) Ist v ein Knoten vom Grad gréBer k in der
Graph-Instanz (G, k), so I6sche v und erniedrige den Parameter um Eins; d.h.,
die resultierende Instanz ist (G — v,k — 1).

Lemma 2 Wird die GréBe von Graphen durch # Kanten gemessen, so gilt: Die
Regel von Buss ‘liefert” eine Kernreduktion.

Wo steckt das Problem bei anderen Gro3enmafen ?



Allgemeine Bemerkungen

Einzelne Datenreduktionsregeln liefern haufig “insgesamt” eine Kernreduktion
(erschopfende Anwendung).

Bei Regeln formulieren wir gerne: Wenn ..., so x-Instanz; dies bedeutet formal,
dass eine (triviale, konkrete) x-Instanz zurtickgeliefert wird.

Formaler: Zu Datenreduktionsregel R gibt es eine Eintrittsbedingung cg und eine
dadurch ausgeldste Aktion ag, die eine eingegebene Instanz (I, k) modifiziert.

Datenreduktionsregeln sind haufig “lokal” und daher “schnell” zu berechnen.



Eine Kernreduktion aus Datenreduktionsregeln

Algorithm 2 A generic kernelization algorithm from reduction rules

Input(s): a collection R of reduction rules
Output(s): kernelization function K[R]
Let (I’ k') = (I, k).
while 3R € R : cy(I’, k') is true do
Choose some R € R such that cg(I’, k') is true
Update (I, k/) := ag(I, k)
end while
return (I’, k')
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In diesem Sinne vollstandiges Regelsystem fuir VC
Betrachte Graph-Instanz (G, k) von VC, G = (V, E):

0.E#A0Ak <0= x-Instanz.

1. 3v € V :deg(v) > k = neue Instanz (G — v,k —1).
2. (Vv € V:deg(v) < k) A [E| > k? = x-Instanz.

3. dv € V:deg(v) = 0 = neue Instanz (G — v, k).
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Eine weitere Transferaufgabe

Finde Reduktionsregeln far 3-HS !
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Exkurs: Eine Erbschaft von Stirling

Lemma3 Foranya > 1,

(ch> zak(ai1>(a_])k:<(



Beweis:

Q

IN

IN




Zur Existenz linearer Kerne

Haufig anwendbar: tiefe mathematische Resultate

Wenn nicht: Arbeit “zu Fuf3” oft SEHR aufwandig

Beispiel. Vierfarbensatz impliziert: 4k-Kern fur das Auffinden groBtmaoglicher un-
abhangiger Mengen in planaren Graphen.
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Algorithm 3 Color-based FUNCTIONAL kernelization for PIS

Input(s): planar graph G = (V, E), positive integer k
Output(s): either independent set I with [I| =k or |[V| < 4(k —1)
Find a 4-coloring of G, formalized as a mappingc: V — {1, 2, 3,4}.
Let V; ={ve V|cv) =1}
Let V/ be the largest among the V;.
{Each coloring is an independent set.}
5: if [V/] > k then
return I C V/ with [I| = k
else
{V colors i: |V;| < k; hence, |V| < 4(k — 1)}
end if




Ein Satz von Nemhauser und Trotter

Satz 4 Gegeben seiein Graph G = (V, E) mitn = |V| und m = |E|. Dann lassen
sich in Zeit O(y/n - m) zwei disjunkte Knotenmengen C. und V. berechnen mit
folgenden Eigenschaften:

e /st C' C V. eine Knoteniiberdeckung von G[V.], so ist C = C’' U C¢ eine
Knoteniberdeckung von G.

e Es gibt eine kleinstmdégliche Knotentiiberdeckung C* von G, die C. enthatt.

e G[V¢| hat kleinstmdgliche Knoteniiberdeckung der Mindestgré3e |Vc|/2.
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Folgerung 5 Sei (G, k) eine Eingabeinstanz von VC.
In Zeit O(|G| + k3) ldsst sich ein echter Problemkern (G’,k') berechnen mit
V(G| < 2k.

Beweis: Berechne erst Buss-Kern, dann wende den Satz von Nemhauser und
Trotter an. G[V,] bildet den Problemkern. O

Hinweis: Zusammenhang mit Approximation.
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Exkurs: Matchings und Knotenuberdeckungen

Lemma 6 /st M ein Matching und C eine Knotenlberdeckung von G, so gilt:
M| < |CI.

Bewelis: Jede Matching-Kante muss durch C abgedeckt werden. O

Bemerkung 7 Die GréBe eines gré3tmoglichen Matchings ist daher eine untere
Schranke fir die Gré3e einer kleinstméglichen Knotentiberdeckung.

Satz 8 (Konig und Egervary) Fir bipartite Graphen gilt Gleichheit.
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Einige Definitionen fur den Beweis von Satz 4
Sei G = (V,E) ein Graph;
seine bipartite Variante Ggp = (V x {1, 2}, Egp) ist definiert durch:

Egp ={ilw,1),(v,2)} [{u,v} € E}.

Fir eine kleinstmogliche Knotenlberdeckung Cgp von Ggp sei ferner

CEpP(G) ={ve V| (v,1) € Cgp A (v,2) € Cgp},

CXOR(G) = {v e V\CAND(G) | (v, 1) € Cp V (v,2) € CBP}.
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Algorithm 4 A kernelization algorithm for VC, called VCNT

Input(s): an instance (G, k) of VC

Output(s): an equivalentinstance (G’, k') of VC with V(G’) C V(G), |[V(G')| <
2k’ and k/ < k, as well as a set C C V(G) that must appear in any vertex
cover for G (and that is not accounted into the budget k).

Create Ggp from G.
Compute a minimum vertex cover Cgp of Ggp.
Compute C := CENP(G) and CESR(G).
Let k' :=k —|C]|.
5: if kK’ < 0 then
Pick an edge e = {u, v} from G.
Define G’ = ({u,v},{e}) and k/ = 0.

Let C := 0.
else
10:  Let G’ = GICESR(G)).
end if

return (G’, k') as well as C.




Beweis: (von Satz 4) Setze Cc = CRRP(G), Ve = CESR(G).

(1) Ist C’ VC von G[V.], soist C := C’ U C¢ VC von G.

Betrachte xy € E; zu zeigen: x € C odery € C.

1. Liegt x ¢ Cc U Ve, so {(x,1),(x,2)} N Cgp = 0 = {(y,1),(y,2)} € Cgp =
y € Ce.

2.y ¢ Cc UV = x € Cc entsprechend.

3. x € Cc odery € Cg ist trivial.

4.{x,y} C Ve. = (x € C' odery € C’)
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(i1) Es gibt kleinstmdgliches VC C* von G mit C¢ C C*.

Sei zunachst C* eine beliebige kleinstmogliche Knotentuberdeckung.
Definiere hierzu: C = Cc N C*und VZ = Ve N C*.

Bem.: Cg ={(x,1) | x € Ve UCcUC*}U{(y,2) |y € Ct}is VC von Ggp
Betrachte e = {(x, 1), (y,2)} € Egp (also xy € E). Wird e Gberdeckt?
1.xeVcuCcUC*V

2.x ¢ Ve UCcUC* =y e Cc (siehe Beweis zu (i), Fall 1.); ferner: x ¢ C* =
y € C*,da C* VC. Also:y € C{, d.h,, (y,2) € Cg.



(i1) Es gibt kleinstmdgliches VC von G, die C. enthalt. (Forts.)

Genauer: Cc U V{ ist kleinstmogliches VC.

2.2.:|CcUVE| < |C* (iiber Cel < |C*\ Vel ~ [Cel+IVE < [CH\VE 4]V = [C*)):

Vel +2|Cel = VU Ce x{1,2}
= |Cgp| (Def. von V. und von C,)
< |Cg| (Zwischenbehauptung / Bem.)
= [VeUC.UCH+|CH
< Ve + 1G] +[CPN (Ve U Co)| + [ Cl
= |G| <

[C N\ (VeU G+ CE |
—~—
C.NC~
[C\ V|



(1i1) G[Vc] hat ein kleinstmbgliches VC der GréBe > |V¢|/2.

Sei V* kleinstmdgliches VC von G[V¢].
Mit (1) ist Cc U V* ein VC von G.
Per Def. von GBP ist (Cc UV*) x{1,2} VC von GBP'

Vel +2|Cc] = |Cgp| (Def.von Ve und von Ce)
< [(CcuV™) x{1,2}| (Optimalitat von Cgp)
= 2Vl +2|V7
= [Ve| < 2|V



Greedy-Algorithmen fir Kernreduktionen

Klappt manchmal bei Maximierungsproblemen
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Erinnerung planare Graphen

Eulersche Flachenformel / Polyederformel
fir zusammenhangende planare Graphen mit wenigstens zwei Knoten

f—2=m—n

n: Knotenzahl
m: Kantenzahl
f: Facettenzahl

Folgerung 9 In einem planaren Graphen gibt es stets einen Knoten vom Grad
héchstens fant.
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Folgerung 10 Greedy gestattet einen 6k Kern fiir PIS.

Frage: MMVC auf planaren Graphen?

Frage: MMIS auf planaren Graphen?
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Algorithm 5 Greedy kernelization for PIS

Input(s): planar graph G = (V, E), positive integer k
Output(s): either independent set I with [I| =k or |[V| < 6(k — 1)

G':=G;1:=0;1:=0
while V(G’) £ (0 andi < k do
pick vertex v € V(G’) of smallest degree
G':= (G’ = NN {INM]| <6 (%)}
5: 1:=1+1
I :=IU{v}{lis an independent set of size i in G. [+]}
end while
if i = k then
[ is an independent set of size k in G.
10: else {V(G’) =0 and 1 < k}
{ (x) = < 6(k—1) vertices have been taken out before exhausting V.}
end if




Parameterisierte Dualitat

Reparameterisierungsmethode “bekannter” Probleme

Bsp.: VC vs. IS durch Komplementierung.

Bsp.: Nonblocker Komplement von DS.
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Greedy bei Nonblocker

Satz 11 (Ore 1962) /st G = (V,E) ein Graph ohne isolierte Knoten, so gibt es
eine dominierende Menge D C V mit |D| < |V|/2.

Beweis: Sei zusatzlich G zusammenhangend. Dann gibt es in G einen aufspan-
nenden Baum T = (V,E’/), E/ C E. Wahle willklirlich Wurzel r € V und definiere:

Vi:{\)EV|dT(T,\)):i}, 1=0,1,2,...

Di= |J VW, j=0,1

1=j) mod 2

sind dominierende Mengen, die kleinere erflllt die Behauptung. O
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Wie wird daraus ein Kern fiir Nonblocker?

Wenn Graph G keine isolierten Knoten aber mehr als 2k Knoten hat, soist (G, k)
eine v -Instanz.

Umgang mit isolierten Knoten?

Reduktionsregel 2 Nimm isolierte Knoten in Nonblocker-Menge!

Satz 12 Nonblocker besitzt einen 2k Kern.
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Geht es besser?!

Versuche, “schlimmste Falle” zu konstruieren. . .
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