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1. Rechnen: Gesetze und Regeln

2. Zahlen und Warfeln: Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

3. Modellieren und Formalisieren: Keine Angst vor Formalismen

4. Warum stimmt das eigentlich ? Beweisverfahren

5. Herangehen an Aufgaben aus Informatik und Mathematik



Organisatorisches —Erinnerung

Studierende (Bakman, Schlecht) stehen von 8.00 bis 8.45 flr Fragen im HS 11
zur Verflgung.

Vorlesung: 8.45 bis 12.00 (mit Pause)

12-14 Uhr: Gelegenheit zur Gruppenarbeit zu ausgewéhlten Ubungen

parallel dazu: 13.30-14.15 Sprechstunde: Wir funf sind im HS 11 far Sie da.
(GroBe) Ubung 14-16 Uhr, d.h.: 14.15-15.45 (Gulan, Raible, Bakman, Schlecht)
Am Abend Uberdenken Sie bitte den Stoff; sie erhalten auch Gelegenheit zu
weiteren Ubungen.

Hinweis: HZ 202, 203 und 204 stehen von 12-18 Uhr zu |hrer Verfugung !
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100 CHAPTER 3. CONTEXT-FRER NORMAL FORM 101

Algorithm 3.7.1 Let us cal.l a nonterminal A erasable if 4 =
is easy to see that a nonterminal A is erasable if and only ;
1. Thereisarule A —ein G, or
2. There is a rule A — ByBs...B, in G, where a]] nonte
By, Bj,..., B, are erasable.

any derivation in G can be simulated by a derivation in the
by application of Algorithm 3.7.2. If G contains the rules A — B
Jacing them by A — o creates the same opportunities as their

7.3 This algorithm converts any rule A — a with lal >1
: of rules B — 1 Cy, where € and C; are nonterminals.
o A— BB, ... By, where B; € (SUNT),1<i <k, the

Using the above characterization of the erasable nonterminals, ap
following procedure to find the set E of all erasable nonterminals:

1. Set E:=10. .
n it to the rules
2.'Add to E all nonterminals in the left-hand sides of Tules e
satisfying 1. L A — XB,XBiBa.Bi
3. While thereisarule A — By B,... B, € Rwith By, B, .,

XB,B:..B. — XB:1XBaBs. B
Eand A¢ B, add A to B. & S
Now, for every rule A — & in G, Algorithm 3.7.1 adds to R all
obtained by eliminating one or more erasable nonterminals in a.
example, if G contains the rule A — BCD and C and D are er:
add the rules

XB.Bs..Be — XB2XB3Bu.Bx

XB. B, — XBi 1B

A s B B .. X5, XB,p, B, XB.Be..Bys - XBy_ By 8T€
A ol s. Now, if B; is a nonterminal, then the algorithm uses

S of Xp,. If B; is a terminal, the algorithm adds the rule
A — BD.

to the set of rules.
Finally, eliminate from R all rules of the type A — e and terminate. h ep is described by the following example. The rule A —

A — BXapBE
The result of applying Algorithm 3.7.1 to G is a grammar Gy Fh&é Xappe — X.XwpBE
gen_erat_e e Other than that, any derivation in G can obviously be sim S ppm s, XX an
derivation in G1. Thus, L(G) — {e} = L(G1)- X DX
Algorithm 3.7.2 operates similarly to Algorithm 3.7.1, using nonf DEB{Y BE
stead of e. Xpe — BE
Algorithm 3.7.2 For any nonterminal A in G, let N7/(4) be Xa — a
{B|B € NT, A =" B} of all nonterminals derivable from A Fi X b

set NT'(A) using a procedure similar to the one used by Algorif
to find E:
1. Set NT(4) :i={A}.
2. While there is a rule B — C with B € NT(A) and C [5
add C to NT(A). i
For every pair (A, B) such that B € NT(A) and every rule B i
a ¢ NT, add the rule A — a to R. For example, if G contains
B — CD and NT(A) = {A, B}, then the rule A — CD is adce
Finally, eliminate all rules of the type A — B from R and te

v nonterminals are used in the above set of rules for A —
only. Thus, the new set of rules is equivalent to the given
A String w can be derived from 4 — BabDBE if and only if it can
from the set of rules replacing it. The obtained set of rules
€ required condition, so terminate.

End Algorithm

the proof of the theorem, we consecutively apply Algorithms 3.7.1,
to the grammar G. The grammar G; obtained by application of
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232 ANALISIS SINTACTICO

no determinista NV cuyos estados son los propios elementos. Hay una transicion q
A—»a»X(! a A — oX-B etiquetada con X, y hay una transicion de A4 — o-Bp 5
B — -y etiquetada con €. Entonces, cerradura(l) para el conjunto de elementos (e;
tad_os de N) I es exactamente la cerradura-€ de un conjunto de estados de AFN de.
finida en la secci6n 3.6. Por tanto, ir_a(/, X) da la transicion desde I con el si nlmbo] :
)_( en el AFD construido a partir de N por la construccion de subconjuntos. Asi c;onU
siderado, _el procedimiento elementos(G’) de la figura 4.34 es simplemente la ])l'l]pi;
construccion de subconjuntos aplicada al AFN N construido a partir de G/, como
ya se ha descrito. '

Fig. 4.36. Diagrama de transiciones del AFD D para los prefijos viables.

" EIement_os validos. Se dice que el elemento 4 — B,-B, es vdlido para un prefijo
Vlal‘JIe up, si existe una derivacion S” ég adw = aB,B,w. En general, un elemento
sera.vzihdo para muchos prefijos viables. El heél”:o de que 4 — BB sea valido para
q,D_. u_lfm"m_a sobre si desplazar o reducir cuando se encuentre af, en la pila de and-
lisis ) En sip; # €, indica que atn no se ha desplazado
el mango hacia la pila, asi que el movimiento debe ser desplazar. Si B, = ¢, enton-
ces parece que 4 — B es el mango, y se debe reducir mediante esta producc;én. Por
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47 ANALIZADORES SINTACTICOS LR 233

puesto, dos elementos validos pueden indicar dos cosas distintas para el mismo
prefijo vdlido. Se pueden resolver algunos de estos conflictos observando el siguiente
gimbolo de entrada y otros se pueden resolver con los métodos de la siguiente sec-
¢ion, pero no hay que suponer que todos los conflictos de acciones de analisis sin-
'ﬁctico se pueden resolver utilizando el método LR para construir una tabla de and-
Jisis sintdctico para una gramadtica arbitraria.

El conjunto de elementos vilidos para cada prefijo viable que pueda aparecer en
Ja pila de un analizador LR es facil de calcular. De hecho, un teorema basico de la
teoria del analisis sintactico LR es que el conjunto de elementos validos para un pre-
fijo viable v es exactamente el conjunto de elementos alcanzados desde el estado ini-
cial a lo largo de un camino etiquetado con y en el AFD construido a partir de la
.~ coleccion candnica de conjuntos de elementos con transiciones dadas por ir—a. En
resumen, el conjunto de elementos validos abarca toda la informacion util que se
puede extraer de la pila. Aunque agui no se demostrar, se dard un ejemplo de este
teorema.

Ejemplo 4.37. Considérese de nuevo la gramatica (4.19), cuyos conjuntos de elemen-
tos y funcion ir_a se exhiben en las figuras 4.35 y 4.36. Evidentemente, la cadena
E + T *esun prefijo viable de (4.19). El autémata de la figura 4.36 se encontrara en
el estado /- después de haber leido £ + T'*. El estado I; contiene los elementos

T—Tx.F
F— -(E)
F— -id

que son precisamente los elementos vélidos para £ + T, Para comprobarlo, con-
sidérense las tres siguientes derivaciones por la derecha

B —-E E=E E=E
=F 4+ T =SB =E+T
= E + T*F = E + T*F = E + T*F
= E + T*(E) = E + T*id

La primera derivacién muestra la validez de 7— T * -F; la segunda, la validez de
F— .(E). v la tercera, la validez de F — -id para el prefijo viable E + 7' *. Se puede
demostrar que no hay otros elementos validos para £ + T*; se deja la prueba al
lector interesado. o

Tablas de andlisis sintdctico SLR

A continuacion se muestra como construir las funciones de accion e ir—a del anali-
sis sintactico SLR a partir del autémata finito determinista que reconoce prefijos
viables. Este algoritmo no producira tinicamente tablas de acciones definidas para
todas las gramaticas, pero funcionara correctamente con muchas gramaticas para
lenguajes de programacion. Dada una gramatica, G, se aumenta G para producir G',
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26 Capitolo 2

linearmente indipendents se e soltanto se tutti gli elementi diagonali sono
diversi da zero:

a0 0

an  ax 0 0
31 @asz a3 0
An1 @n2 an3 ' Qan,

Dim. Pensiamo se e come si pud ottenere Ia colonna nulla come combi-
nazione lineare delle colonne della matrice.

Supponiamo agr %0 per k=1, 2, ..., n. Essendo ai # 0, una combina-
zione lineare delle nostre colonne la quale produca la m-pla nulla deve
avere il primo coefficiente, 1;, nullo: vedasi la prima riga della matrice.
Dovendo poi essere liasr - 22a22 = 0, dal risultato ottenuto (4 =0) e
dall’ipotesi fatta (a2 = 0) segue 22 = 0. E cosi proseguendo si giunge a
constatare 1’indipendenza lineare delle nostre 7 colonne.

Supponiamo poi che, per un certo valore di k, sia az = 0. Se & k=,
fra le nostre n-ple ¢’ quella nulla, sicché esse sono linearmente dipen-
denti. Sia % < n; proviamo che gia le colonne dalla k-ima alla n-ima sono
linearmente dipendenti: e invero, in ciascuna di esse ai primi % posti
¢’ 0. I posti rimanenti sono in numero di n —k, e le colonne in que-
stione sono in numero di # —k -1. Dunque, tenuto conto del fatto che
non ei possono essere pitt di n —k (n — k)-ple linearmente indipendenti,
resta provata la nostra tesi.

Ez_zempio. Applicando il eriterio ora stabilito e il risultato del n. 10, vo-
gliamo decidere se le tre terne (che seriviamo in colonna)

GRS &3
ol sl
4y

sono linearmente dipendenti o meno.

Spttraendo dalla IT la I moltiplicata per 1/5, e proseguendo con opera-
zioni analoghe otteniamo successivamente

Coneludiamo che le tre terne sono linearmente indipendenti.

Nozione di spazio vettorials 27

14. Applicazioni lineari

Def. Se E, E' sono due spazi vettoriaii su un medesimo corpo K, diremo
che un’applicazione f di B in &' & lineare se

(1)
(2)

flu +») = f(u) + [(v)
fleu) = cf(u)
per uw,veH, ¢ce K arbitrari.

Se la f ¢ lineare, si ha anche

.f(é:l Ci "i) = gi cif ()

cioé ogni combinazione lineare di vettori di 4E vieng pu_rtat-gx nel}m com-
binazione lineare analoga, ossia con gli stessi coefficienti, dei vettori cor
rigpondenti di E'.

§i ha necessariamente (dalla (2), per ¢=0)
f(0)=0.

Le applicazioni lineari si chiamano anche omomorfismi. Sono notevoli i
seguenti casi particolari:

# biunivoca fra E ed f(B) ossia iniettiva (monomorfismo) ;
f(B) = B' ossia suriettiva (epimorfismo).

Le applicazioni lineari soddisfacenti alle.(.lue prime. condizioni, ossia
biiettive (biunivoche fra E ed F') sono gli isomorfismi.

Se & F = F', lapplicazione ¢ detta endomorfismo; un endomorﬁsnﬁo bute;::
tivo, ossia un isomorfismo di uno spazio con se stesso & detto anche :‘;sto
morfismo; tale & l'applicazione identica ig; un altro esemzfm gmé T
(n. 1) & la f definita da f(u)=2u con % ﬁQ‘, Due endom.o 1im_1 Lo
spazio vettoriale sono in ogni caso eomponibili. Nel caso di au 0!-11‘ ltre,
il composto di due di essi & evidentemente un 'aut-t?morf}smnv, moh ‘,
essendo che ogni automorfismo ammette un’applicazione inversa che &
ancora un automorfismo, si ha che glé automorfismi di amo_‘spamo vetto-
riale costituiscono gruppo. Gli automorfismi pilt su menzx_onlam come eselon-
pio ne formano un sottogruppo, isomorfo al gruppo moltiplicativo K—{0}.

Tutte le applicazioni fra spazi vettoriali con le quali avremo a che fare
saranno lineari; percio l'aggettivo potra venire spesso sottinteso.

Teorema. Per ogni f: E —B', Vinsieme f(E) & un sottospazio lineare di B’
(spazio smaaine di E).
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Hawm ocramocs ofbefuanTh makomIennre GarTH W yera-
HOBUTEL CAEJYIOTIHIT Pe3YNLTAT O GOPEIeBCKOM WCHNCIT,
KOTODBLi B WACTHOM CIyYae — PAaCCMOTPEHHLI (TePCOmah-
HO» A yEkunm [(z) =z — 06opaumBaeTes KIACCHYECROIT
CHOCKTPANBLHOI TeopeMoi.

7.51. Teopema. Hycrs a— nopmaavuuil oneparop ¢
H, Q@ — vownarr ¢ C, codepacawuii ezo cnextp. Tozda

(I) («cmexTpaxpmas Teopema MII HOPMATLHOTO OTEpATO-
Pa») CcyyecTeyer, i npUTOM eGUNCTGeHTIOe, passolcenie

edunuyw E na Q raxoe, uro a =) hdEy

(IT) npu sros Gopeacsckoe ucuucaenue na Q or a xo-
(70)aE,; f= B@©).

< ooz  (A) pasuniv amauenimo Gopesescroit Pyn-
iz, or a. Torna ma reopemsr 7.37 (1) m mpejuromenma
T.45 cxegyer, uro E — cneRrpagbuas Mepa, saiaiomasg orme-
patoprr f(a) ¢ HOMOIBI0 yKasaunoro B (hopMyIHPOBKE pa-

BEHCTBA; OTCIO/Ia, B YACTHOCTH, & = “‘ dF,. Jlaree, n3 Buza
Q

acer Gure sadano pasencreon f(a)

Gopexeseroro meumerenma v 7.37 u mp npenomenng 7.39
OUEBHIHEIM 00Pa3oM BHTeKaer, 1o juis aobmx x, y=H
n Gopexencroro A Eyy (A) f P () dux y (£)
> o
U, — (3aBegoMO peryaapma) Mepa W3 mpepiodsenns 7.54;
970 03HAYART, UTO F — DABIOMKENNe SXUIIILH.

Ocraeress  [0KA3aTH  eUIHCTBEHHOCTL B (I). Tlyers
1 A F(A) — pasnomenne egmmnmnr ma O TaKoe; uTO
a—= (kdﬂ, Tora  orobpasenme [ — _\ f(h)dF,  asasercs,

1

1y (A), e

7

Q
na ocmopanun  mpejmosenma  7.50, Gopesescrmy meumere-
mieM Ha Q or a. B emny egmmernenmocti mocae;nero (7.32)

9T0 03HATACT, UTO .Y[(l)dF [

= | f(M)dE;, naa Beex e

o I
=B(Q). Baae moboe Goperenckoe A 1 moToRID f
nomydaes, aro F(A)=E(A). >

7.52. 3agawa (cp. 7.45), Tlyern Q — mpoussoabubrit
WOMTART, (¢ — HeNpPepsiBubii *-royMoMopdumaM MeELy Todi-
nopymposanupMa_ aareGpa B(Q); m, w #(H); w. Toka-
3aTh, uTO A —"y\ — pasnomenie ejmmmE na Q.

Pasmoxenne emmmimisr, gurypupyiomee s 7.51, nasuisa-
eres pasaoxcenuen edunuynt oreparopa a (ma Q). Ilo
“@eM, uTo oo (arTHuecKn me zaBncmr or BHbopa Q= Spa.

Yy MBI
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7.533. Mpennosmenne. Hycro E°, cooreercreento E,—
Ppaszaoseenue edunuyw oneparopa a ma Spa, cooTeéercreer-
no Q. Toeda dan aroboco Gopeaesckozo A E(A)=
=LE"(ANSpa). Kaw caederoue, E(A)=0 npu A=Q\Spa.

< Ogesupno, £ »,E“ (ANSpa)ecrs pasmomenme e-
AAner ma Q rtaxoe, uro (‘/ (!E;j— j)\ dEy = a. Iloatomy mym-

2 2
HOC PABEHCTBO CHE/YCT 13 CBOICTBA eIMHCTBEHHOCTH B TEO-
peme 7.51 (I). >

B saxmouente HacTOATELTHO DEKOMCHIYeM WMTATENI0 —
CCIIL €My He NPUXOMAIIOCH JelaTh 3TOr0 PAHLIIe — HANTE B
ABIOM BIJLE DAsNoOReNie eUHUNLl 0 Kpaiimeit Mepe s
creyomnx onepatopos: (I) opronpoextopa; (1I) omeparo-
Pa IIOTOUEUHOr0 YMHOKCHUSA HA OTPANNTEHHYI0 I0CIeT0BA-
rexpnocts {An e C; ne N} » 1y (1) onreparopa g (¢) — tg (1)
B L*[0,1].

7.3. Onmcanue C* -amredp wax omeparopueix aaredp. Te-
HePE, BOOPY/RUBMINCE MOIHEIM 3HAHHEM KOMMYTATHBLLIX C*-
Ire0], MBL MEPeXOAHM K OCHOBIBIM Pe3YJIbTaTaM 05 OGLUIX
C*-axrefpax,

754, llemma, IHycro Q— KoMnaxr, B — ynuraavnas
ROMMYTaTUGHAR Ganazo6a a.a12e0pa ¢ MYabTURAUKATUGHOL
nopyoli, %: C ()~ B — unverrusnwii Henpepulensiii ') ynu-
T{l.lb‘HbeZ eononopPusi. Toeda das aroboii [ < C(Q) lx(f)l =
= lifll.

< Hamommms o gyurrope cmerrpa Q (em. m 1.2), mo-
JOKAM g : P 2(B)>Q n A:=Tma=Q. Bozpmex
1=Q(B) u s=a(t); rorma gum wooil f=C(Q) J(s)=

AN
= [(2(t))==(f) (1). Bougy reopesst 2.44(I) oo osmauaer,
uro [f(s) | <<l ()1,

Corzacno onpeneaenuio pasmomeproii mopuer |l - lly, mase
ocTaroCh moKasarh, wro A=Q. Tak Kak o — HenpepHBHOe
0T00pAKCIINe  MCIKY KOMITAKTAMH, A samrnyTo. IToaromy,
ecant A7 Q, 10 w3 Teopemsr Ypricona (ea. m. 0.0.3°) cme-
ayer, uto B C (L) cymecrnyor GymrOHEM g Xk Takue, uTo
gla=1, h#0 u gh=0. Tocronery mrs moGoro t=Q(B)

Z4

%(g) (1) =g(x(1))=1, 10, cornacmo crercrsmo 12, %(g)
odparnym 8 B. Ho torjia us #(g)n (k)= (gh)= 0 prmexaer,
u10 % (k) =0, a pT0 NPOTHBOPEWNT MHBEKTHBHOCTH . [

1

) Hpeanomomemre o HeUPCPBIBIOCTI % 3eCh W B CJe/lylomeit
TeopeMe MOrio Gur GEITH 01dpoureno; ca, sameganne 1.16.

7

259
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42 3. Transitivitat 3.3 Extrema, Schranken und Grenzen 43

Objekt-Ebene eine Ordnung £ als Relation. Mit der nun
snenalgebraischen Untersuchung von Schranken, Gren?en \fnd
wir sugleich die Grundlagen unserer bisherigen Arbeitsweise;
und semantisch interessanter zusitalicher Aspekt. Diese
fiir das Verstandnis der weiteren Kapitel nicht unbedingt

nach Bearbeitung der ersten Spalten von (45) die Matrix

At A*B
CA* DUCA*B)"
Man vergleiche dies mit dem Zwischenzustand
At —A7'B U\ _
+CA™' D-cA"'B)\Y ]~
eines Gauss-Jordan-Algorithmus mit Diagonal-Pivotwahl, angewendeg 5

Gleichungssystem ( ) ();) » ( )

X
v 2 . .
ressieren wir uns fir die sextremalen® Elemente einer Teil-
d die maximalen Elemente, welche keine echten Nachfolger
haben, wie auch die minimalen Elemente, die keine echten

A8 Teilmenge besitzen.

¢ D

U
L

Von einer gegebenen Ordnung betrachten wir die irreflexive
ne Teilmenge ¢t und einen Punkt z. Es heifle
=T
Element von t <= 2zCtCCz
— zctund 2tTCCT
<= Der Punkt z gehort zur Menge ¢ und ist nicht

Ubungen

3.2.1 Man zeige: Jedes in I enthaltene R ist symmetrisch und jede a

metrische Relation ist irreflexiv.

3.2.2 Man beweise, daf eine Relation R genau dann Aquivalenz ist, wen kleiner als irgendein Punkt aus .
reflexiv ist und RRT C R erfillt. T7 Menge der Maxima von t.
3.2.3 Man zelgc: t:.a.fi}[fur};ede;;mog;le Rx?lafhc; I;gllthH o et e P
inf{H | AL| C };ln{H|R*S = }'. P Ctoondit2tCC
b C b # 4 < Der Punkt z gehért zur Menge ¢ und ist nicht
3.2.4 Man beweise folgendes: Eine in der Aquivalenzrelation § ent grofer als irgendemn Punkt aus t.
Relation Q und eine beliebige Relation R erfiillen stets Q(R 'th B e Minima von ¢
QR N S. (Man vergleiche dieses Resultat mit dem modular o i i
der Verbandstheorie.) ion nklarheit herrschen kénnte, werden wir Maxc ()
e i . verwenden.
3.2.5 Fiir jedes R ist RTR = R .- R reflexiv und transitiv; siehe (23
3.2.6 Man beweise mit dem Schubfachprinzip, daB fiir jede boolesche: anten der Definition sind nach (2.4.4.1) dquivalent. Ferner

t N Ct dquivalent zu Ciund z C Ct. Letateres ist weiter

Ct C ¥ und 2tT C T, so daB Max({) in der Tat die

maximalen Punkte darstellt.

mktes z der
ink

Matrix R
i) R"C(IUR™".
il) R* =supogicn R

Y

Menge t kann als ,innere* Eigenschaft von t,
' v (o e tanden werden, dic
riffe der Schranken und Grenzen hingegen micht! Maxi-
nicht fiir jede Menge; insbesondere kann die leere Menge
e enthalten. Andererseits gibt es fiir eine Menge u. U. meh-
nzaussage erwihnen wir als Folge von (6.3.2).

t kann man auch fiir eine Relation X mit Max(X)
e Maxima bilden. Viele der folgenden Aussagen
ergeben sich interessante Identititen wie unter an-

iif) BT = supycicn B -
i) (TuR)I U R U R URY...(Iu R?"™) =R

3.3 Extrema, Schranken und Grenzen

Wenn eine Ordnung vorgelegt ist, verlangen typische Aufgabenstell
Ordnung in bezug auf eine Teilmenge der Punkte zu studieren und
oder grofite Punkte usw. zu ermitteln. . Nun betrachten wir aber

Ebenen, ei its auf der Meta-Ebene der
Formuli die Ordnung R C S von Relati

2 und Minima verlangt zunichst keine speziellen
insbesondere nicht, daB € cine Striktordnung
ind konventionsgemaf aufwirts gerichtet — liegt
ht transitiv, also keine Ordnung ist. Auch in

Fiod

auf zwei ver
ga hli
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Die Strukturwissenschaften Mathematik und Informatik haben Uber Jahrhunderte eine Formel-
sprache entwickelt, die wahrhaft volkerverbindend ist.
So finden sich die indisch-arabischen Zahlen in jeder (bedeutenden) lebenden Schriftsprache.

Andere Symbole sind jingeren Datums, aber haben sich ebenfalls schnell international durch-
gesetzt. Man kann sie wie Vokabeln erlernen. Oft gibt es gut einpragsame Merkregein.

Beispiele:

Das Summenzeichen ist das Sigma: > .

Das Produktzeichen ist das Pi: TT.

Das Differenzieren wird durch ein (evtl. verfremdetes) d bezeichnet.

Das Integrieren hief3 friher auch Summieren und wird durch ein langgezogenes S bezeichnet: |.



Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS (A)
//Die Eingabe A ist eine Liste zu sortierender Gegenstadnde
for each 1 from 1 to length(A) do:
for each j from length (A) downto 1 + 1 do:
if A[ 73 1 < A[ j-1 ] then
swap( A[ 3 1, A[ 3-1 1)
end if
end for
end for

end procedure

10



Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS (A)
for each 1 from 1 to length(A) do:
for each j from length(A) downto i + 1 do:

if A[ J ] < A[ 3-1 1 then
swap( Al 3 1, Al -1 1)
end if
end for
end for

end procedure

Ist Sortieren wichtig ?
Ist die vorgeschlagene Prozedur richtig ?
Wie sieht man das ein ?

Ein Beispiel:

w W w J I3 4

U1 J J w U Ul

3

] U1 U1 U1 W

8

O 0O O 0O O
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Modellieren

In der Praxis liegen die Aufgaben nicht “fertig formalisiert” vor.

Zentrale Aufgabe von “Strukturwissenschaftlern”:

Entdecke und beschreibe die wesentlichen Aspekte einer Aufgabe.

Nur nach erfolgreicher Modellierung kann eine geeignete Formalisierung erfol-
gen.

Von einer geeigneten Formalisierung zu einem guten Programm sollte es nur
noch ein kleiner Schritt sein...

Im Folgenden einige ausfuhrlichere Beispiele. ..
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !

—
“Zugteile”: ‘ 9‘

Die zwei Spieler wahlen abwechselnd ein Schokoladenstick und essen nicht nur
das gewahlte Stick, sondern alles, was sich rechts und oberhalb davon befindet.
Der letzte Biss legt somit die gesamte verbleibende Schokolade fest.

Der Spieler, der das vergiftete Stickchen essen muss(!), hat verloren.
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
Aber manche schert das nicht!
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !

Hiil:
: 2

s8es &
$388ss S3ss38
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = m.

Beweis: konstruktiv (!)

Im ersten Zug isst A alles bis auf die erste Zeile und die erste Spalte.

Isst nun B k Stlckchen von der Zeile, isst A k Stickchen von der Spalte und umgekehrt.

Zum Schluss bleibt das Eck links unten fur B Ubrig. ~» A gewinnt.

Ebenso konstruktiv: Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = 2.

Wie geht’s ?

16



Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie.

Beweis: Eingangs gibt es n x m Schokoladensticke, und bei jedem Biss verringert sich die Zahl
der Schokoladenstlickchen um wenigstens Eins.

~» Das Spiel endet stets mit Spieler A oder B als Gewinner.

Annahme: A hat keine Gewinnstrategie.

~» B hat eine Gewinnstrategie. (Einer-Wird-Gewinnen)

Auf einen beliebigen Zug « hat also B eine richtige Antwort 3, um stets zu gewinnen.

Dies gilt insbesondere am Anfang flr den ersten Zug o von A, bei dem er nur ein einziges Stlck
abbeif3en kdnnte. Aufgrund der Struktur des Spiels hatte aber auch A den Antwort-Biss 3 bereits
ausfihren kdnnen und hatte so eine Gewinnstrategie. Widerspruch !

Diplomarbeit (oder mehr...): Finde einen konstruktiven Beweis !
17



Chomp: Das Feld links unten auf der 3 x m-Tafel ist vergiftet !

83 o0 £300 £3523 £35.00
g.“': ﬁﬁ.lli %&‘zt

gsl“...“ ﬁl“ mn.
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Exkurs — Spieltheorie
Hier: Zweipersonenspiele mit vollstandiger Information

Wichtig: Spielbeschreibung mit Regelwerk (kann man logisch spezifizieren); wann
gilt das Spiel flr wen als beendet / gewonnen ?

Fragestellungen:

Wie sollten Spieler A (macht ersten Zug) oder Spieler B ziehen ?

Gesucht: Vorschrift (Sirategie), die jeder Spielkonfiguration einen Zug zuordnet.
Besitzt Spieler A (oder Spieler B) eine Gewinnstrategie ?
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Exkurs — Spieltheorie
Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.
Wie gelangt man zu einer guten Strategie ? Minimax-Ansatz

A denkt dartber nach, einen Zug o zu machen.

Dazu Uberlegt sich A, was B auf o antworten konnte.

Um zu gewinnen, muss A fiir jede Antwort 3 von B einen “Gewinnzug” «’ usw.
Etwas formaler (c Anfangskonfiguration, C5 Menge der Endkonfigurationen, in
denen A gewonnen hat): A besitzt Gewinnstrategie gdw.

JovBI'VR' ... (cafa’B’...) € Cxp
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Exkurs — Spieltheorie

Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.
Wie gelangt man zu einer guten Strategie ?

Entsprechend besitzt B eine Gewinnstrategie gdw.

Vadpva'3p’ ... (caBa’p’...) € Cy

Satz: Gibt es in Zweipersonenspielen mit vollstandiger Information kein Unent-
schieden, so hat entweder Spieler A oder Spieler B eine Gewinnstrategie. (Einer-
Wird-Gewinnen)

Beweis: ...de Morgan. ..
21



Exkurs — Spieltheorie: ein Beispiel

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie fur “Vier gewinnt”.

Beweis: ist konstruktiv, siehe folgende [Diplomarbeit von 1988
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Exkurs — Spieltheorie ein weiteres Beispiel

Rekonstruktion eines antiken Mahle-Spiels
Satz: Es gibt weder fir A noch fir B eine Gewinnstrategie bei “MUhle”.

Beweis: besteht aus einer 17 GB grof3en Datei . ..
Ebenfalls Ergebnis einer Diplomarbeit (von 1993)
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Exkurs — Spieltheorie (ernsthaftere) Motivation
Schwerpunkt Spieleprogrammierung bei Prof. Sturm

FUr Wirtschaftsinformatiker insbesondere: Historischer Ausgangspunkt der Spiel-
theorie ist die Analyse von Gesellschaftsspielen durch Joh(an)n von Neumann
(ungarisch: Neumann Janos) im Jahre 1928.

Anwendbarkeit des von ihnm entwickelten Ansatzes zur Analyse wirtschatftlicher
Fragestellungen ~»

“Spieltheorie und wirtschaftliches Verhalten” (Theory of Games and Economic
Behavior; JvN und Oskar Morgenstern, 1944):

Startpunkt der modernen Spieltheorie
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Rekursiv definierte Folgen

Beispiel: Die Folge (ag, aj, ay,...) = (an)nen ist gegeben durch:

(10:1,

an = an_1-Mm, firn > 0.

Schreibweise: | [;c ) bj bezeichnet das Produkt aller Zahlen der endlichen Fol-
ge (by,...,b,_1). Das leere Produkt wird als Eins interpretiert.

Satz: Fir die oben definierte Folge an gilt: an = Hje[n]\{o}j. f(n) = an heilt
auch Fakultatsfunktion; Schreibweise: n!
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Rekursiv definierte Folgen: Treppensteigen

Ean
Bei jeder Stufe kann man sich die Frage stellen:
Nehme ich eine Stufe oder Uberspringe ich eine Stufe?
Die erste Stufe muf3 auf jeden Fall betreten werden.

Frage: Auf wieviel verschiedene Arten f; kann man nun eine n-stufige Treppe
heraufgehen?

Versuchen wir (an der Tafel), eine Tabelle daflr aufzustellen.

26



Rekursiv definierte Folgen: Treppensteigen
Finden wir ein Bildungsgesetz ?

Firn > 2 gibt es zwei Moglichkeiten, eine n-stufige Treppe zu erklimmen:
— entweder hatten wir einen Schritt von einer (n — 1)-stufigen Treppe aus ge-

macht
— oder zwei Stufen auf einmal von einer (n — 2)-stufigen Treppe aus genommen.

~ fn = f_ 1+ f_o; Sonderfalle: £(0) = 0 und f(1) = 1.

Diese Folge kommt sehr haufig in der Natur und Kultur vor und wird gemeinhin

die Folge der Fibonacci-Zahlen genannt !

Mehr Uber Leonardo Fibonacci bei einem virtuellen Museumsbesuch.
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http://www.math.ethz.ch/fibonacci/index

Der Goldene Schnitt

ist die Teilung einer Strecke so, dass die gesamte Strecke X sich zu dem grof3e-
rem Teilstlick der Lange 1 verhalt wie das grofBere Teilstiick zum kleineren.

Das Teilverhaltnis lasst sich nun einfach ausrechnen. Es gilt:
X:1=1:(X=1), also: X*—X=1
mit den beiden Losungen ¢ und cT) = 1— ¢, wobei

d):1+2\£z1.6181...

die goldene Schnittzahl ist.

—¢)" Daher: limn— 00 ﬂ]}—j = .

¢ —(1
V5

Satz: (Formel von Binet) f =

28



Ein architektonischer Exkurs

Beim Parthenontempel in Athen bildet der Sauleneingang hierbei ein goldenes
Rechteck, also ein Rechteck, dessen Seiten sich genau wie der goldene Schnitt
verhalten. Auch verhalt sich die Hohe bis zum Dach zur Hohe der Saulen wie

der goldene Schnitt.
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Konstruktion des Goldenen Schnitts

E/C

]

A Tellpunkt B

Im Endpunkt der Strecke AB wird die Senkrechte errichtet. Auf ihr tragt man die
Halfte von AB ab. Es ergibt sich Punkt C. Der Kreis um C mit dem Radius CB
schneidet AC bei D. Ubertragt man den Abstand AD auf die Strecke AB, so ergibt

sich der Teilpunkt T. T teilt AB im Verhaltnis des Goldenen Schnittes.
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Fibonacci-Zahlen: Eine Philatelistische Annaherung

Diese Schweizer Briefmarke wurde zum 150-jahrigen Bestehen des Schweize-
rischen Ingenieur- und Architektenvereins SIA herausgegeben und enthalt eine
interessante mathematische Konstruktion.

Die Briefmarke zeigt den Zusammenhang des Goldenen Schnitts mit der Logarithmischen Spi-
rale, auch Fibonacci-Spirale genannnt.

Nahere Erlauterungen finden Sie hier.
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http://www.fh-friedberg.de/users/boergens/marken/briefmarke_01_02.htm

Ein geometrisches Problem, das zu den Fibonacci-Zahlen fihrt:
Konstruktion aneinanderliegender Quadrate.

Wird in jedem Quadrat ein Viertel eines Kreises gezogen wie in der Abbildung, erhalt man die
sogenannte Fibonacci-Spirale, eine Form, die bei gewissen Muscheln beobachtet werden kann.

_,..—")
- |
-~ -

- i

%

L
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Die Muscheln sind lediglich ein Beispiel fur ein verbreitetes Phanomen: das
Vorkommen der Fibonacci-Zahlen in der Natur.

Die Fibonacci-Zahlen finden sich in der Position der Blatter und der Blumen-
blatter von Blumen, in den Verzweigungen einiger Pflanzen, in der Anordnung
der Samen der Sonnenblumen oder der Schuppen der Tannzapfen.

Letztere sind so angeordnet, dass sie zwei Serien von entgegengesetzten Spi-
ralen bilden, die im Zentrum zusammentflie3en.

Im selben Tannzapfen oder derselben Sonnenblume sind die Zahlen der Spira-
len, die sich in beide Richtungen winden, aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Warum sind Fibonacci-Zahlen “nattrlich” ? Gute Erklarungen mit vielen geschicht-
lichen Erlauterungen (auch fir Lateiner) finden Sie hier.
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http://www.uni-giessen.de/~g013/goldfibo/goldfibo.pdf

Konkretes Naturbeispiel: Die Sonnenblume

Bei der Sonnenblume sind die Samen bogenfdrmig angeordnet. Das heif3t, wenn
man die Anzahl der Bogen gegen den Uhrzeigersinn und die der Bogen im Uhr-
zeigersinn betrachtet, erhalt man zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Begriindung: Die Sonnenblumenkerne wachsen kreisformig um den Mittelpunkt der Sonnenblu-
me. Zwei in ihrer Entwicklung aufeinander folgende Kerne teilen den Umfang dabei im Verhaltnis
des Goldenen Schnitts. Der Winkel zwischen ihnen betragt also 360° — 360°/¢ ~ 137,518...°.

Mehr finden Sie bei matheprisma.
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http://www.matheprisma.de/Module/Rekurs/index.htm

Konkretes Naturbeispiel: Ein Tannenzapfen

Mehr Infos zu Fibonacci hier.

Gehen Sie mit wachen Sinnen durch die Natur !
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http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html

Konkretes Modellieren
ist Ihnen aus der Schulmathematik vielleicht leidvoll bekannt:
Textaufgaben

Diese sind aber fur die angewandte Mathematik und Informatik unverzichtbar.

Gute Informatiker brauchen neben ausgebauten mathematischen auch sehr gu-
te sprachliche Fahigkeiten.

Insbesondere mussen Kundenwulnsche richtig gedeutet und verstanden werden
konnen.
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Textaufgaben

Versuchen Sie stets:

evtl. (sprachliche) Unklarheiten zu erkennen und zu benennen,

sich klar dartiber zu werden, was wirklich bekannt ist,

moglichst eine Skizze von der Lage anzufertigen,

bei einer “zu abstrakten” Frage zunachst nach konkreten Beispielen zu suchen,
sich klar dartber zu werden, was wirklich gesucht ist,

die Aufgabenstellung und den Losungsweg moglichst klar zu gliedern,

sich bewusst machen, welche Losungsstrategien man anwenden kann,

auf bekannte oder ahnliche Aufgaben zurlickzugehen (Erfahrungen !) und

zu klaren, wie und wo man sich evtl. noch fehlenden Informationen besorgen
kann.
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Textaufgaben

1. Eine Ziege ist mit Hilfe eines sechs Meter langen Seils an der Ecke eines
Stalls mit finf Meter Lange und vier Meter Breite angebunden; sie befindet
sich im Freien. Der Stall ist von einer Grasflache umgeben. Was flr eine
Flache kann die Ziege abweiden ?

2. Unter einem Palindrom versteht man eine Zahl (oder allgemeiner eine Buch-
stabenreihe), die vorwarts wie rickwarts gelesen denselben Wert hat (das-
selbe Wort liefert). Ein Beispiel ist 12321 oder das Wort “Reliefpfeiler”. Ein
Freund behauptet, alle Palindrome mit vier Ziffern seien durch 11 teilbar.
Stimmt das ?
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3. Wieviel Karton benotigt man flr einen “Milchbeutel” von 1 Liter Fassungs-
vermogen ?

4. Auf einem Tisch liegen zwei Streichholzstapel. Zwei Spieler entfernen ab-
wechselnd Streichhllzer nach der folgenden Regel: Ein Spieler kann ent-
weder von beiden Stapeln je ein Streichholz nehmen oder ein einzelnes
Streichholz entfernen. Der Spieler, der das letzte Streichholz wegnehmen
muss, hat verloren. Gibt es eine Gewinnstrategie flr den Spieler, der mit
dem Spiel beginnt ? Oder gibt es eine Gewinnstrategie fur den Nachziehen-
den ? Oder gibt es fur keinen Spieler eine Gewinnstrategie ? Und wie sahe
so eine Gewinnstrategie aus ?



5. Die Durchquerung einer Wiste nimmt neun Tage in Anspruch. Ein Mann
muss eine Botschaft auf die andere Seite bringen, auf der seine Vorrate
nicht aufgefrischt werden konnen, und dann wieder zurtckgehen. Ein ein-
zelner Mann kann Nahrungsmittel fir 12 Tage tragen. Allerdings konnen un-
terwegs Depots angelegt werden. Wie schnell kann die Botschaft an die an-
dere Seite gelangen ? Wie schnell geht es, wenn zwei Boten zur Verfligung
stehen ?



