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Formale Grundlagen der Informatik | Gesamtiibersicht

1. Rechnen: Gesetze und Regeln

2. Zahlen und Warfeln: Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

3. Modellieren und Formalisieren: Keine Angst vor Formalismen

4. Warum stimmt das eigentlich ? Beweisverfahren

5. Herangehen an Aufgaben aus Informatik und Mathematik
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Organisatorisches

Vorlesung Montag 8.30 bis 11.45im H 11 (NICHT HS 11) (mit Pause)
an den folgenden Tagen: 8.45 bis 12.00 (mit Pause) )
12-14 Uhr: Gelegenheit zur Gruppenarbeit zu ausgewahlten Ubungen

parallel dazu: 13.30-14.15 Sprechstunde: Wir sind im 4.0G fur Sie da.

(GroBe) Ubung 14-16 Uhr, d.h.: 14.15-15.45

(Gulan, Kasprzik, Meister; Puppe, Rausch) im H 406

Am Abend (iberdenken Sie bitte den Stoff; sie erhalten auch Gelegenheit zu weiteren Ubungen.
An den folgenden Tagen stehen Ihnen Studierende (Puppe, Rausch) von 8.00 bis 8.45 im H 406
fir Fragen hier zur Verfligung.

Dann werden auch die Ubungen vom letzten Abend angesprochen.

(Weitere) Unterrichtsformen:

(Kleine) Ubung, Sprechstunde, praktische Ubungen, Seminare
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Organisatorisches: Der erste Tag (heute)

Vorlesung 8.30 bis 11.45im H 11 (mit Pause)

11.45 werden Sie vom Fachschaftsrat Informatik “abgeholt” (Mensa usw.)
13.30-14.15 Sprechstunde im H 406 (Fragen bitte ?)

(GroBe) Ubung 14.15-15.45, H406

Fachschaftsratsprechstunde 15.45-16.45 im H 508

Achtung |: Die Mensa schlieBt wahrend der “vorlesungsfreien Zeit” um 13.30.
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Universitat Trier: Studienberatung http://www.uni-trier.de/index.php?id=2068

Achtung:

Die Einfihrungsveranstaltung
far Informatik findet am
26.10.09,08.15-10.00 Uhr
in Raum H 321 statt.

Abschluss: Bachelor of Science Informatik

Art der Beratung Datum Zeit Ort/Raum
Vorkurs 19.10-23.10.2009 08:00-16:00 HS 11/12
EinfGhrungsveranstaltung 26.10.2009 08:15-10:00 H 321
Einzel-/Gruppenberatung 27.10.2009 09:00-11:00 H417
Einzel-/Gruppenberatung 30.10.2009 09:00-11:00 H417

Abschluss: helor of Education Informatik

Art der Beratung Datum Zeit Ort/Raum
Vorkurs 19.10-23.10.09 08:00-16:00 HS 11/12
Fachberatung Lehramtsstudium 20.10.2009 14:00-17:00 B13
Einzel-/Gruppenberatung 27.10.2009 09:00-11:00 H417
Einzel-/Gruppenberatung 30.10.2009 09:00-11:00 H417

Abschluss: Master of Science Informatik

Art der Beratung Datum Zeit Ort/Raum
Einzelberatung 26.10.2009 10:00-11:30 H417
Einzelberatung 27.10.2009 09:00-11:00 H417
Einzelberatung 30.10.2009 09:00-11:00 H417

Fachstudienberatung Informatik:

e PD Dr. Norbert Miller

Fachstudienberatung Wirtschaftsinformatik:

e Dr. Axel Kalenborn

Bei allgemeinen, nicht-fachspezifischen Fragen kénnen eventuell auch die
Beratungsangebote der zentralen Studienberatung weiterhelfen.
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Universitat Trier: Aktuelles http://www.uni-trier.de/index.php?id=2073

Willk beim Fa tsrat Informatik (fsrinfo)

Hallo, wir sind der Fachschaftsrat Informatik und helfen euch, wenn ihr z. B. Fragen zum
Studium habt oder Skripte/Prifungsprotokolle braucht. Wir empfangen euch gerne im

Biuro. Zu den  Sprechstunden ist mindestens einer von uns anwesend, aber auch
auBerhalb der Sprechstunden sind wir oft da.

Erstsemester-Veranstaltungen

Fiir Erstsemester bieten wir in der ersten Vorlesungswoche an:
Ersti-Frihstick: Di, 10 Uhr

Linux-Crashkurse: Mo 14-16 Uhr,Mi 10-12 Uhr, Do 10-12 Uhr

LAN Party

Unsere LAN fangt am 06.11.2009 an und geht die Nacht durch bis zum 07.11.2009. Wer
sich jetzt schon anmelden will, kann uns eine E-mail schreiben. Die LAN steht nur
Teilnehmern offen, die am Tag der LAN volljdhrig sind.

Hier gibts weitere Infos.

Fahrt nach Jiilich

Der Fachschaftsrat hat fir Freitag, den 27. November 2009 eine Fahrt zum
Forschungszentrum in Jilich geplant. In dem Forschungszentrum stehen zwei Rechner, die
unter den Top-10 der schnellsten Rechner der Welt sind (3. Jugene, 10. Juropa).

Die Besichtigung ist kostenlos, und die Busfahrt wird von der Fachschaft ibernommen.
Eventuell fallen fir euch Kosten in Héhe von 6€ fiir ein Mittagessen im Seecasino des
Zentrums an (die Planung ist hier noch nicht ganz abgeschlossen).

Wenn ihr mitfahren wollt, meldet euch bitte so friih wie moglich bei uns. Wir miissen bis
zum 31. Oktober die Liste mit den Teilnehmern eingereicht haben.

Fir die Anmeldung brauchen wir folgende Daten:

® Name
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Nationalitat

Wohnort

Beruf

E-mail (wird nur vom Fachschaftsrat verwendet)

Mobilfunknummer (wird nur vom Fachschaftsrat verwendet, damit wir euch kurzfristig
erreichen kénnen)

Anmelden kénnt ihr euch per E-Mail oder einfach im Biro vorbeikommen.



Ziele / Grunde |fir diesen Kurs

Viele Studierende haben Schwierigkeiten mit formalen Denkweisen.

Schule und Uni liegen in Mathematik und Informatik oft weit auseinander:
Unterrichtsstil / -form, Tempo, Abstraktionsgrad.

~» (leider) sehr hohe “Schwundquote” in der Informatik
Leider Verscharfung durch Bachelor-Umstellung.

Dieser Vorkurs soll hier Abhilfe schaffen.
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Probleme beim Studium ?!

Sprechen Sie mit uns:

Studierende gleicher Semester, Studierende hoherer Semester, Fachschaftsrat,
Fachstudienberater, Verwaltung, Assistenten, Professoren

Wir sind fur Sie da!

Unterschatzen Sie nicht die Facher und den Arbeitsaufwand:

zwei Stunden Infor-Mathe-matikvorlesung bedeutet stets mindestens denselben
Zeitaufwand “im stillen Kimmerlein” (plus Bearbeitung der Ubungen).
Besuchen Sie Vorlesungen und Ubungen personlich.

Schieben Sie Licken nicht “auf die lange Bank”.
Gestehen Sie sich Schwierigkeiten ein. Jede(r) hat sie.
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Fachstudienberatung: Probleme beim Studium ?!
Lassen Sie es gar nicht erst dazu “richtig” kommen. ..

Fachstudienberatung:

Informatik: Norbert Muller, H417;

regulare Sprechstunde: Di 9:00-11:00, Fr 9:00-11:00
Wirtschaftsinformatik: Axel Kalenborn, H 309;
regulare Sprechstunde: Di 10:00-12:00

Einflhrungsveranstaltungen:

Bachelor of Science Informatik am 25.10.2010, 08:15-10:00, HZ 203

Bachelor of Education Informatik im Rahmen der “EinfGhrung in das Lehramts-
studium — kompakt” am 18.10.2010

Bachelor of Science Wirtschaftsinformatik am 20.10.2010, 11:00-12:00, H 321
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Ein Kaufhausproblem

Zwei Kaufhausleiter streiten sich:

A: Bei mir ist der Kunde noch
Konig: Meine 20% Rabatt gibt
es selbstverstandlich auf den Ge-
samtpreis der Ware, also ein-
schlieBlich der (vereinfacht) 15%
Mehrwertsteuer.

B: Papperlapapp! Warum sollte
der Kunde noch Steuern mit zah-
len auf einen Preis, der eh nach-
her reduziert wird? Bei mir wird
erst rabattiert und dann die Mehr-
wertsteuer dazugerechnet.

Bei wem sollten wir ein rabattier-
tes, vor Steuern flir 100 Euro aus-
gewiesenes Modell erwerben ?
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Ein Kaufhausproblem — Herangehensweise

Lesen wir die Aufgabe genau durch. Was sind die wesentlichen Punkte?
Rechnen wir das Beispiel fur A und B aus.

Was fallt auf?

Ist das Zufall? Wir prafen weitere Beispiele.

Wie konnen wir die Aufgabenstellung verallgemeinern?

Was ist der eigentliche Grund fur unsere Beobachtungen?
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Rechengesetze |

Eine binare Verknlpfung o (z.B.: o = + oder o = -) heil3t kommutativ genau dann, wenn fir alle
a, b gilt
aob=boa

Beispiele

Als Verknupfungen auf den reellen Zahlen sind Addition und Multiplikation kommutativ, siehe das

Kaufhausbeispiel.
Anschaulich ist das Parallelogramm bei der Vektoraddition, welches die Kommutativitat dieser

Operation versinnbildlicht.
Die Subtraktion und Division sind hingegen nicht kommutativ, denn es ist z. B.
2—-3=—-1 # 1=3-2

Auch die Potenz ist nicht kommutativ, da z. B.
=8 #£ 9=3*
gilt.
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Fabel vom klugen Wolf und den neun dummen Wolfen

ein mathematischer Lehrtext aus der Zeit Mitte des 3. Jahrtausends v. Chr. (es
gibt wohl auch kaum altere Schultexte), den die Schuler einer Schule in Sumer,
einem sogenannten Tafelhaus, abschreiben mussten. Er behandel das Kommu-
tativgesetz der Addition.

Es brechen zehn Wolfe in einen Schafpferch ein und stehlen zehn Schafe.

Der kluge Wolf schlagt vor zu teilen, und zwar gerecht.

Die neun anderen Wolfe, vor Fressgier ganz dumm, fragen, was das bedeute.
Der kluge Wolf schlagt vor, so zu teilen, dass immer zehn herauskommt.

“Ihr neun Woélfe bekommt ein Schaf, dann seid ihr zusammen zehn. Ich und neun
Schafe — macht ebenfalls zehn. Stimmt das etwa nicht?”

“Stimmt genau.” sagen die neun Wolfe und stlrzen sich auf das Schaf, das ihnen
der kluge Wolf hinschiebit.

Sie fressen, wahrend der schlaue Wolf die anderen neun Schafe wegschleppt.
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Didaktik

Mathematik “bei den Alten” (ausschlief3lich) anhand von Beispielen.

Das ist sehr anschaulich, aber auch sehr langatmig.

Auch Schulmathematik arbeitet oft vom Konkreten zum Abstrakten.

Mathematik hat historisch gesehen immer so gearbeitet.

Vorteile der Abstraktion:

Konzentration auf das Wesentliche / Erkenntnis des Wesentlichen

Moglichkeit einer sehr kompakten, aber “ungeschichtlichen” Darstellung von Ma-
thematik.

~» Uni-Mathematik ist sehr viel konzentrierter als Schulmathematik.

~» |hre implizite und standige Aufgabe: Spezialisieren Sie, was Ihnen zu abstrakt
erscheint, durch geeignete, selbst gewahlte Beispiele.

Wenn Sie das nicht konnen, haben Sie den Stoff nicht verstanden.
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Rechengesetze I

Eine binare VerknUpfung o hei3t assoziativ genau dann, wenn flr alle a, b, c gilt

ao(boc)=(aob)oc

Beispiele
Als VerknUpfungen auf den reellen Zahlen sind Addition und Multiplikation assoziativ, z.B.:

243)+7=54+7=12 = 24+(34+7)=2+10=12.

Die Subtraktion und Division sind hingegen nicht assoziativ, denn es ist z. B.
2—3-1)=0 # (2-3)—1=-2

Auch die Potenz ist nicht assoziativ, da z. B.
200 =28 =256 #£ 64=4=(2%)
gilt.
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Rechengesetze lli

Distributivgesetze geben an, wie sich zwei Verknipfungen, zum Beispiel Multiplikation (-) und
Addition (+), bei der Auflésung von Klammern zueinander verhalten.
Man unterscheidet linksdistributiv und rechtsdistributiv:

a-(b+c)=a-b+a-c (linksdistributiv)
(a+b)-c=a-c+b-c (rechtsdistributiv)

Beispiele bei reellen Zahlen:

6-16=6-(10+6) = 6-10+6-6=60+36=96

5.(74+3)=5-10=50 = 5-74+5-3=235415=50
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Weitere Beispiele fur Distributivgesetze DG

FUr reelle Zahlen a, b, c gilt:

a-(b—c)=a-b—a-c (linksdistributiv)

(a—b)-c=a-c—Db-c (rechtsdistributiv)

Aufgaben:

Kennen Sie weitere Beispiele fur Operatorenpaare, fur die DG gilt ?
Kennen Sie Paare von Verknupfungen, bei denen die DG nicht gelten ?
Wieso folgt fur die reellen Zahlen die Rechts- aus der Linksdistributivitat ?
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Anwendungen der Rechengesetze
Kopfrechentricks:
25-19 =77
25-19=25-(20—1)=25-20—25-1=500—25 =475

36 +35+64+33+12 =77
36 +55+64+334+12=(36+64)+ (55+ (33+12)) =100 + 100 = 200

In der Schulalgebra bezeichnet man die Verwendung des Distributivgesetzes zur
Umwandlung einer Summe in ein Produkt als Ausklammern oder Herausheben.
Der umgekehrte Rechenschritt wird als Ausmultiplizieren bezeichnet.

Gelten diese Rechengesetze auch auf Rechnern ?

Vorkurs Formale Grundlagen der Informatik, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2011 18/45



Zahl

darstellungen

TABLE

DES

s| I
- I‘[

o]elele't cffz
l,c_-_-l||5
»T:cr_ 4

elejali O
el O
o ®|°|IL T

G0l Gy

e * 1000
s et ool
ofall O C{IO
oot @ 1 affur
ofs|l 10 of|12
,,.uol[n
elefl T T CI4
eleft 11 |1y
*1oooofid
“1oacolty
s1oo1oif
aloorilg
« 1010 0jito
.'ro:oilxr
o101 102z
st o11 s
1100 o4
*l110 012y
sit1 oroff6
HIER-Z 81 5
*l1110oc|:8
sir1oijfg
el I TCIio
ol 11113
JOoOo OO )i

}
e, Xe.

bres enticrs au-deffous du double du Taol 4.-
NoMBRES. plus haut degré. Car icy, c'elt com- | 10l

86 MemoiRES DE L'ACADEMIE ROYALE

‘me {i on difoit, par exemple, que nir| ¥
ou 7 elt la fomme de quatre, de deux|111lly] & d'un,
Erque m1o1 ou 13 efk la fomme de huit, quacre ——
& un, Cerre proprieré fere avx Effayeurs pour \

T

] 5 100
pefer toutes {orees de mafles avec pen de poids, 1

& pourroit fervir dans les monnoyes pour don-

& s1o1i1y
ner P]uhcum valeurs avec peu de picu(Es.
Certe expreflion des Nombres érant érablie , ferr 4
faire eres-facilement toutes fortes d'opcr:ttinns.
; el & 1ol § LR U
Pour . Addition |1:l 7 terifjtr  reoonj17
par exemple, Bt | Pl | IS— | )
LRL-S NI EE ] toopolite wrnangse
t1oi|lry rococ|jré  xrivif|sr
PU“.; la Sou- 1ofl g torifirr 1ocellliy
Seratlion. gl 6 161 T 11014
:l”; :o:l [ to1| ¢
Pour la Afwl. AN g 1143 rorll ¢
tiplication. e 101 1o1
It 101 1olo
too1| 9 111t|liy 1rooi|lzg
oo Ifflr 11Nt a |'|
Pour la Diviffan. 4 L nin 12‘ | §
i

Et toutes ces operations font fi aifées, qu'on n'a jamais
befoin de rien effayer ni deviner , comme il faut faire
dans la divifion ordinaire. On n'a point befoin non-plus
de rien apprendre par ceeur icy , commeil fauc faire dans
le caleul ordinaire, ol il fauc fcavoir, par exemple, que
6 & 7 pris enfemble font 13 ; & que § mu!tiplii)ré par }
donne 1y, fuivanc la Table #ane fois an off #n, qu'on ap-
pelle Pychagorique. Mais icy tour cela fe trouve & fe
prouve de fource, comme I'on voir dans les exemples pré.
* cedens fous les fignes D & ©.

Das Dualsystem (Zweiersystem, Bi-
narsystem), also das Stellenwertsy-
stem mit der Grundzahl (Basis) Zwei,
wurde von Gottfried Wilhelm Leibniz
1703 in seinem Artikel “Explication de
I'’Arithmétique Binaire” vollstandig be-
schrieben.

Die Bedeutung flr Rechenanlagen er-
kannte 1854 George Boole.

Umgesetzt wurden diese Ideen von Ge-
orge Stibitz (Modell K, 1937) und Kon-
rad Zuse (Z3, 1941).
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Stibitz und Zuse: Pioniere der Informatik

Quelle: http://www.kerryr.net/index.htm mit der Warnung:

This is an Australian site, and written in Australian English. Any resemblance to American or
Euro English is purely coincidental.
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Dualsystem: Umwandlungen

Vom Dualsystem ins Dezimalsystem

Um eine Dualzahl in die entsprechende Dezimalzahl umzurechnen, werden alle Ziffern jeweils
mit ihrem Stellenwert (entsprechende Zweierpotenz) multipliziert und dann addiert.

Beispiel:

1010 =1-2°4+0-2241-2"40-2°=1-22+1.2' =842 =10
Vom Dezimalsystem ins Dualsystem

Es gibt mehrere Mdglichkeiten der Umrechnung ins Dualsystem. Im Folgenden ist die Divisionsmethode (Modulo-
Methode) am Beispiel 41,4, beschrieben:

41 :2 = 20 Rest 17
20 :2 = 10 Rest O
10 :2 = 5 Rest0
5 :2 = 2 Restl
2 :2 = 1 Rest0
1 :2 = 0 Restl

Die entsprechende Dualzahl ergibt sich durch Notation der errechneten Reste von unten nach oben: 101001 ;).
Aufgaben: Sie kdbnnen bereits programmieren? Dann schreiben Sie doch einmal ein Programm,
dass eine Dezimalzahl einliest und seine Dualdarstellung ausgibt.
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Dualzahlen in der elektronischen Datenverarbeitung

Darstellung von Festkommazahlen oder ganzen Zahlen.

Negative Zahlen werden vor allem als Zweierkomplement dargestellt, welches
nur im positiven Bereich der Dualzahlendarstellung entspricht.

Um naherungsweise rationale oder gar reelle Zahlen darzustellen, werden vor-
zugsweise Gleitkommadarstellungen verwendet, bei der die Zahl normalisiert
und in Mantisse und Exponent aufgeteilt wird. Diese beiden Werte werden dann
in Form von Dualzahlen gespeichert.
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Zweierkomplement

Beispielhafte Umwandlung der negativen Dezimalzahl -4 ins Zweierkomplement:
1. Vorzeichen ignorieren und ins Binarsystem umrechnen: 4(;5; = 00000100 7).

2. Invertieren, da negativ: 11111011,.

3. Eins addieren, da negativ: 11111011, + 00000001, = 11111100,.

Mit n Bits lassen sich Zahlen von —2™! bis 42"~ — 1 darstellen; bei 8 Bit: —1281¢) bis +127 4.
Negative Zahlen erkennt man an der Eins als hochstwertigem Bit.
Addition und Subtraktion bendtigen keine Fallunterscheidung.

Die Subtraktion wird auf eine Addition zurtckgefthrt.

—4 + 3 = —1 flhrt zu +4 — 4 = 0 fahrt zu Problem: Uberlauf: +4 + 127 = +131
11111100 00000100 00000100
+ 00000011 + 11111100 + 01111117
— 11111111 = (1) 00000000 — 10000011
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Einfache Aufgaben

Berechnen Sie 63 — 55, indem Sie:

(1) Die Dezimalzahlen 63 und 55 (systematisch) ins Zweiersystem umrechnen,
(2) sich einen geeigneten Zahlbereich aussuchen, um im Folgenden “verlustfrer’
im Zweiersystem rechnen zu kbnnen,

(3) das Zweierkomplement von der ins Zweiersystem verwandelten Zahl 55 aus-
rechnen,

(4) diese dann (im Zweiersystem) zu der unter (2) ins Zweiersystem umgewan-
delten Zahl 63 addieren und schlief3lich

(5) das Ergebnis wieder (systematisch) ins Zehnersystem umrechnen.
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Rechengesetze auf Rechnern (speziell: Ganzzahlarithmetik, Typ “integer”)

Kommutativitat v

Assoziativitat (4 +127)+ (—4) liefert (zwischendurch) Uberlauf, 4 + (127 + (—4))
zeigt diese Schwierigkeit nicht.

Distributivitat (1 + 127) - (—1) liefert (zwischendurch) Uberlauf, (—1) + (—127)
zeigt diese Schwierigkeit nicht.

Untersuchen Sie:

(Wann) Kann man Uberlauf bei Zwischenergebnissen ignorieren ?

Informieren Sie sich genauer Uber Gleitkomma-Arithmetik.

Welche Rechengesetze gelten hier (nicht) und warum ?

Speziell: In welcher Reihenfolge sollte man eine Reihe von Gleitkommazahlen
addieren, will man ein moglichst genaues Ergebnis erzielen (und warum) ?!
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Weitere Zahlsysteme

Das Zweiersystem kommt einer elektronischen Realisierung sehr entgegen:
an vs. aus.

Es gab (und gibt) aber auch alternative Vorschlage.

Der zweithaufigst umgesetzte (!) betrifft das balancierte Ternarsystem:
Satz: Jede ganze Zahl lasst sich darstellen als 3_¥ 4 a;3t mit a; € {—1,0,1}.
Beispiel: 2 =1-3"+ (=1)30, —2 = (—=1) -3V + 1. 39,

Aufgaben:

Stellen Sie drei weitere Zahlen in diesem System dar !

Wie kann man in diesem System addieren, negieren, subtrahieren ?
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Rechengesetze IV

FUr eine VerknUpfung o heil3t e neutrales Element gdw. x o e = e o x = x fur alle
x Qilt.

0 ist neutrales Element der Addition, 1 ist neutrales Element der Multiplikation.
Daher heil3en neutrale Elemente manchmal auch Nullelemente oder auch Eins-

elemente.

FUr eine VerknUpfung o mit neutralem Element e hei3t y inverses Element von x
gdw.yox =xoy = e gilt.

Jede reelle Zahl hat ein additives Inverses, oft Gegenzahl genannt.
Jede reelle Zahl x auBer der Null hat ein multiplikatives Inverses x .
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Begriffserklarung i
Auf Georg Cantor geht folgende Definition fir Mengen (Mannigfaltigkeiten) zurick:
Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedlicher Din-

ge unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche Elemente der Menge
genannt werden, zu einem Ganzen.
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Beispiel: (): die leere Menge

Schulklasse (als Menge von Schuilerinnen und Schilern)
N ={0,1,2,3,4,...}: die Menge der natlrlichen Zahlen

7 ={0,%+1,£2,4+3,44,...}: die Menge der ganzen Zahlen
Q: die Menge der rationalen Zahlen

R: die Menge der reellen Zahlen

Warnung vor naivem Zugang: “Menge aller Mengen”
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Elementrelation; Mengengleichheit

Um auszudricken, dass x ein Element der Menge M ist, schreiben wir: x € M
und sprechen aus: x liegt in M.
FUr das Gegenteil schreibt man kurz: x ¢ M.

Endliche Mengen kann man durch vollzahlige Aufzahlung inrer Elemente be-
schreiben, z.B. eine Schulklasse durch Auflistung der Schilerlnnen.

M = {Martin, Michael, Carla, ...} (bitte erganzen, bis alle hochstens 50 Elemen-
te aufgezahlt sind ;-) )

Zwei Mengen M7 und M, sind gleich, i.Z.: My = M,, gdw.:
x € My genau dann, wenn x € M,.
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Teilmengen und Obermengen

N heif3t Teilmenge von M (N C M) gdw. M heil3t Obermenge von N (M D N)
gdw. jedes Element x € N liegt auch in M.

Gilt N C M und N # M, so sprechen wir auch von einer echten Teilmenge und
schreiben N C M.

Beispie Il NCZ CQCR

Satz: N = M gdw. sowohl N C M als auch M C N.
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Venn-Diagramme

A A

Problem: Uneinheitliche Beschriftung
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Mengenalgebra: Vereinigung

Es seien A, B Mengen. Die Gesamtheit der Elemente, die zu A oder auch zu B
gehoren, wird als Vereinigung von A und B bezeichnet;
Schreibweise: A U B

Venn-Diagramm:
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Mengenalgebra: Durchschnitt

Es seien A, B Mengen. Die Gesamtheit der Elemente, die sowohl zu A als auch
zu B gehoren, wird als Durchschnitt von A und B bezeichnet;
Schreibweise: AN B

Venn-Diagramm:

A und B hei3en disjunkt oder fremd gdw. A N B = (.
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Venn-Diagramme: Zusammenfassung

XNY

ENYng

Triwerse

YN
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Mengenalgebra: Aussagen

SatzzANBCACAUB;ANBCBC AUB.

Satzz. AUA=ANA =A.

Satzz.AUB =BUA; AN B =B N A. (Kommutativitat)

Satz:. AUBJUC=AU(BUC); ANB)NC =AnN (BN C). (Assoziativitat)

Satzz. AUB)NC = (AnNnCJU(BNC); AnB)uC = (AUuC)n (BuUC).
(Distributivitat)

Aufgabe: Machen Sie sich samtliche Aussagen an “mdglichst allgemeinen” Bei-
spielen Klar.
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Jetzt werden wir noch etwas kompakter in der Darstellung
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Eine Halbgruppe ist eine Struktur (H, o), wobei o eine assoziative Verknilpfung
auf der Menge H ist.

Diese Formulierung soll auch die Abgeschlossenheitbeinhalten, d.h.,wenn a,b &
H, so auch (aob) € H.

Lemma: In einer Halbgruppe gibt es hochstens ein neutrales Element.

Beweis: Wenn die Aussage falsch ware, so gabe es zwei Elemente e; und e,, die die Eigenschaft
eines neutralen Elements erflllen. Daher gilt:

€1 = €1 0ey =€ex0e = e).

Dies widerspricht der Annahme.
Dies ist ein Beispiel flr einen Widerspruchsbeweis.

Eine Struktur (M, o, e) ist ein Monoid gdw. (M, o) eine Halbgruppe ist und e ein
neutrales Element von o ist.
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Beispiele

Es sei N die Menge der natlrlichen Zahlen, d.h.:

N =1{0,1,2,3,4,5,...}.

Hinweis: N umfasst “im Wesentlichen” alle auf Rechnern tatsachlich behandelbaren Objekte;
insbesondere “reelle Zahlen” sind Fiktion.

Beispiel: (N, max, 0) ist ein Monoid.
Beispiel: (N, +,0) ist ein Monoid.

Beispiel: (N, min) ist eine Halbgruppe ohne neutrales Element.
Man konnte allerdings ein neutrales Element zu N kdnstlich hinzuflgen.
Nennen wir es oo, so bildet (N U {oco}, min, co) ein Monoid.
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Endliche Monoide
Ein Monoid (M, o, e) hei3t endlich gdw. M| < .
Endliche Monoide kann man gut mit einer Verknipfungstafel angeben.

Beispiel: Betrachte M = Z ={0,1..., m — 1} mit der Addition + modulo m als
Verknlpfung. FUr m = 3 ergibt sich folgende Tafel:

N = O+
N = oo
OMN | —
- o NN

Konvention: “Zeile mal Spalte” (egal bei Kommutativitat)
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Ablesen von Eigenschaften anhand einer Verknupfungstafel

Da die mit der 0 indizierte Zeile bzw. Spalte die Grundelemente in der “richtigen
Reihenfolge” aufzahlt, ist 0 das neutrale Element von +.

Die Abgeschlossenheit ist offenbar (warum?),

und die Assoziativitat kann man durch erschopfende Analyse aller Falle nach-
rechnen, z.B.:

(142)42=042=2=14+1=1+(2+2).
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Mengenoperationen als Halbgruppenoperationen

Es sei X eine Menge. Dann bezeichnet 2X Potenzmenge von X, d.i. die Menge
der Teilmengen von X.

Beispiel: Ist X = {0, 1,2}, so ist 2X = {@, {0}, {1}, {2}, {0, 1},{0, 2}, {1, 2}, X}

Satz: Fir jede Menge X sind

(2%, U, 0)
und

(2%,n, X)

Monoide.

Vorkurs Formale Grundlagen der Informatik, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2011 42/45



Abbildungen

Es seien X, Y nicht-leere Mengen.

Eine Abbildung (oder Funktion) f : X — Y ist eine Vorschrift, die jedem Element aus X h6chstens
ein Element aus Y zuordnet.

In dieser Vorlesung werden Abbildungen stets tofal sein, d.h., jedem Element aus X wird genau
ein Element aus Y zugeordnet.

In diesem Sinne ist dann YX die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

Sindf: X — Yundg:Y — Z Abbildungen, so ordnet

ihre Hintereinanderausfuhrung (oder Komposition) gof: X — Z

(beachte das “Vertauschen” von g und f in der Schreibweise)

einem x € X dasjenige Element z € Z zu, das sich durch z = g(f(x)) ergibt, i.Z.: go f: X —
Z,x — g(f(x)).

Satz: (XX, o,idx) ist ein Monoid, wobei idx(x) = x fUr alle x € X gilt (/dentitai).
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Zur Quellenlage

Vieles finden Sie naturlich heutzutage im Internet.

Vorsicht: Noch mehr als bei Gedrucktem gilt: Nicht alles, was im Internet steht,
ist deshalb richtig. :

Das Internet ist zudem auch schlechter zitierbar:

Auf welche Version eines Wikipedia-Artikels beziehe ich mich ?!

Immer noch besser: die gute alte Bibliothek, siehe Flhrung

Speziell:

F. L. Bauer: Trits and Trytes—Ein friher ternarer Computer in der Sowjetunion.
Informatik Spektrum 30 (2007), 279—-284.

J. Mason, L. Burton, K. Stacey: Mathematisch denken; Mathematik ist keine He-
xerei. Oldenbourg Verlag, 4. Auflage, 2006.
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Aufgaben kompakt

Die “Hausaufgaben” sind in die Foliensammlung integriert.

Sie finden Sie auf den Folien Seite 17, Seite 21, Seite 24, Seite 26 und Seite 36.

Vorkurs Formale Grundlagen der Informatik, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2011 45/45



