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Formale Grundlagen der Informatik Gesamtübersicht

1. Rechnen: Gesetze und Regeln

2. Modellieren und Formalisieren: Keine Angst vor Formalismen

3. Was ist hier schon logisch? Zum formalen Umgang mit der Logik

4. Warum stimmt das eigentlich ? Beweisverfahren

5. Herangehen an Aufgaben aus Informatik und Mathematik
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Organisatorisches

Vorlesung
8.30 bis 12.00 im H 11 auf Campus II (mit Pause)

Gruppenarbeit und Sprechstunde
12-14 Uhr: Gelegenheit zur Gruppenarbeit zu ausgewählten Übungen
parallel dazu: 13:30-14:15 Uhr Sprechstunde: Wir sind im H 11 für Sie da.

Übung 14-16 Uhr, d.h.: 14.15-15.45 im H 11 (Stefan Hoffmann)

Am Abend überdenken Sie bitte den Stoff; sie erhalten auch Gelegenheit zu weiteren Übungen.

Fragen sind auch vor den Vorlesungen möglich (ab 8:15 Uhr).

Achtung : Die Mensa schließt während der “vorlesungsfreien Zeit” um 13.30.
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Formalismen
eine “sprachlose Kunst”
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Formalismen—Eine “sprachlose Kunst”

Die Strukturwissenschaften Mathematik und Informatik haben über Jahrhunderte eine Formel-
sprache entwickelt, die wahrhaft völkerverbindend ist.
So finden sich die indisch-arabischen Zahlen in jeder (bedeutenden) lebenden Schriftsprache.

Andere Symbole sind jüngeren Datums, aber haben sich ebenfalls schnell international durch-
gesetzt. Man kann sie wie Vokabeln erlernen. Oft gibt es gut einprägsame Merkregeln.

Beispiele:
Das Summenzeichen ist das Sigma:

∑
.

Das Produktzeichen ist das Pi: Π.
Das Differenzieren wird durch ein (evtl. verfremdetes) d bezeichnet.
Das Integrieren hieß früher auch Summieren und wird durch ein langgezogenes S bezeichnet:

∫
.
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Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS(A)

//Die Eingabe A ist eine Liste zu sortierender Gegenstände

for each i from 1 to length(A) do:
for each j from length(A) downto i + 1 do:

if A[ j ] < A[ j-1 ] then
swap( A[ j ], A[ j-1 ] )

end if
end for

end for
end procedure
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Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS(A)
for each i from 1 to length(A) do:

for each j from length(A) downto i + 1 do:
if A[ j ] < A[ j-1 ] then
swap( A[ j ], A[ j-1 ] )

end if
end for

end for
end procedure

Ein Beispiel:
7 5 3 8
7 5 3 8
7 3 5 8
3 7 5 8
3 7 5 8
3 5 7 8

Ist Sortieren wichtig ?
Ist die vorgeschlagene Prozedur richtig ?
Wie sieht man das ein ?
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Modellieren

In der Praxis liegen die Aufgaben nicht “fertig formalisiert” vor.
Zentrale Aufgabe von “Strukturwissenschaftlern”:
Entdecke und beschreibe die wesentlichen Aspekte einer Aufgabe.
Nur nach erfolgreicher Modellierung kann darauf aufbauend eine geeignete, pas-
sende Formalisierung erfolgen.
Von einer geeigneten Formalisierung zu einem guten Programm sollte es nur
noch ein kleiner Schritt sein...

Im Folgenden einige ausführlichere Beispiele. . .
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Missverständnisse. . .
Obwohl doch alles klar ist ?!

Wieviele Seiten hat ein quaderförmiger Gegenstand?
Selbstverständlich SECHS!

Meinen wir das immer im Alltag??

Das hat Perscheid mal karikiert . . .

WICHTIG: Genaues Verständnis des Zusammenhangs!
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Manchmal hat ein Quader nur zwei Seiten . . .
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Algorithmen im Alltag?

aus der Badischen Zeitung vom 26. August 1963:

Wenn die Hausfrau wissen möchte, an welchem Tage die Butter ausgeformt
wurde, so muss sie das Stanniolpapier zurückpellen, bis sie drei eingestanzte
Buchstaben entdeckt. Schreibt man dazu das Schlüsselwort “Milchprobe” auf
ein Blatt Papier und setzt darunter die Zahlen 1 bis 10, so ergibt sich aus den
Buchstaben MBP die Zahl 196. Damit ist der Tag errechnet, an dem die Butter
ausgeformt wurde, nämlich der 196. Tag des Jahres. Das wäre also an Hand
des Kalenders der 15. Juli.

Wo steckt hierin der Algorithmus? Ist alles klar und eindeutig beschrieben?
(Leider nein, die Erklärung ist in gewissem Sinne sogar falsch.)
Jedenfalls ist die Milchprobe ein Politikum gewesen.
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Chomp: Das Feld links unten auf der n×m-Tafel ist vergiftet !

“Zugteile”:

Die zwei Spieler wählen abwechselnd ein Schokoladenstück und essen nicht nur
das gewählte Stück, sondern alles, was sich rechts und oberhalb davon befindet.
Der letzte Biss legt somit die gesamte verbleibende Schokolade fest.
Der Spieler, der das vergiftete Stückchen essen muss(!), hat verloren.
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Chomp: Das Feld links unten auf der n×m-Tafel ist vergiftet !
Aber manche schert das nicht !
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Chomp: Das Feld links unten auf der n×m-Tafel ist vergiftet !

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = m.
Das bedeutet: A kann unabhängig von B’s Zügen stets gewinnen.

Beweis: konstruktiv (!) (D.h.: Wir erklären jetzt A, wie er gewinnen kann.)

Im ersten Zug isst A alles bis auf die erste Zeile und die erste Spalte.

Isst nun B k Stückchen von der Zeile, isst A k Stückchen von der Spalte und umgekehrt.

Zum Schluss bleibt das Eck links unten für B übrig. ; A gewinnt.

Ebenso konstruktiv: Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = 2.
Wie geht’s ?
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Chomp: Das Feld links unten auf der n×m-Tafel ist vergiftet !

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie.

Beweis: Eingangs gibt es n×m Schokoladenstücke, und bei jedem Biss verringert sich die Zahl

der Schokoladenstückchen um wenigstens Eins.

; Das Spiel endet stets mit Spieler A oder B als Gewinner.

Annahme: A hat keine Gewinnstrategie.

; B hat eine Gewinnstrategie. (Einer-Wird-Gewinnen)

Auf einen beliebigen Zug α hat also B eine richtige Antwort β, um stets zu gewinnen.

Dies gilt insbesondere am Anfang für den ersten Zug α von A, bei dem er nur ein einziges Stück

abbeißen könnte. Aufgrund der Struktur des Spiels hätte aber auch A den Antwort-Biss β bereits

ausführen können und hätte so eine Gewinnstrategie. Widerspruch !

Masterarbeit (oder mehr. . . ): Finde einen konstruktiven Beweis !
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Chomp: Das Feld links unten auf der 3×m-Tafel ist vergiftet !
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Exkurs — Spieltheorie

Hier: Zweipersonenspiele mit vollständiger Information

Wichtig: Spielbeschreibung mit Regelwerk (kann man logisch spezifizieren); wann
gilt das Spiel für wen als beendet / gewonnen ?

Fragestellungen:
Wie sollten Spieler A (macht ersten Zug) oder Spieler B ziehen ?
Gesucht: Vorschrift (Strategie), die jeder Spielkonfiguration einen Zug zuordnet.
Besitzt Spieler A (oder Spieler B) eine Gewinnstrategie ?
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Exkurs — Spieltheorie

Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.

Wie gelangt man zu einer guten Strategie ? Minimax-Ansatz

A denkt darüber nach, einen Zug α zu machen.
Dazu überlegt sich A, was B auf α antworten könnte.
Um zu gewinnen, muss A für jede Antwort β von B einen “Gewinnzug” α ′ usw.
Etwas formaler (c Anfangskonfiguration, CA Menge der Endkonfigurationen, in
denen A gewonnen hat): A besitzt Gewinnstrategie gdw.

∃α∀β∃α ′∀β ′ . . . (cαβα ′β ′ . . . ) ∈ CA
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Exkurs — Spieltheorie

Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.

Wie gelangt man zu einer guten Strategie ?

Entsprechend besitzt B eine Gewinnstrategie gdw.

∀α∃β∀α ′∃β ′ . . . (cαβα ′β ′ . . . ) ∈ CB

Satz: Gibt es in Zweipersonenspielen mit vollständiger Information kein Unent-
schieden, so hat entweder SpielerA oder Spieler B eine Gewinnstrategie. (Einer-
Wird-Gewinnen)

Beweis: . . . de Morgan. . .
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Exkurs — Spieltheorie: ein Beispiel

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie für “Vier gewinnt”.

Beweis: ist konstruktiv, siehe folgende Diplomarbeit von 1988
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Exkurs — Spieltheorie ein weiteres Beispiel

Rekonstruktion eines antiken Mühle-Spiels

Satz: Es gibt weder für A noch für B eine Gewinnstrategie bei “Mühle”.

Beweis: besteht aus einer 17 GB großen Datei . . .

Ebenfalls Ergebnis einer Diplomarbeit (von 1993)
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Exkurs — Spieltheorie (ernsthaftere) Motivation

Schwerpunkt Spieleprogrammierung bei Prof. Sturm

Für Wirtschaftsinformatiker insbesondere: Historischer Ausgangspunkt der Spiel-
theorie ist die Analyse von Gesellschaftsspielen durch Joh(an)n von Neumann
(ungarisch: Neumann János) im Jahre 1928.
Anwendbarkeit des von ihm entwickelten Ansatzes zur Analyse wirtschaftlicher
Fragestellungen ;

“Spieltheorie und wirtschaftliches Verhalten” (Theory of Games and Economic
Behavior; JvN und Oskar Morgenstern, 1944):
Startpunkt der modernen Spieltheorie
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Induktiv definierte Folgen

Beispiel: Die Folge (a0, a1, a2, . . . ) = (an)n∈N ist gegeben durch:

a0 = 1,

an = an−1 · n, für n > 0.

Schreibweise:
∏
j∈[n] bj bezeichnet das Produkt aller Zahlen der endlichen Fol-

ge (b0, . . . , bn−1). Das leere Produkt wird als Eins interpretiert.

Satz: Für die oben definierte Folge an gilt: an =
∏
j∈[n](j + 1).

f(n) = an heißt auch Fakultätsfunktion; Schreibweise: n!
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Induktiv definierte Folgen: Treppensteigen

Bei jeder Stufe kann man sich die Frage stellen:
Nehme ich eine Stufe oder überspringe ich eine Stufe?
Die erste Stufe muss auf jeden Fall betreten werden.
Frage: Auf wieviel verschiedene Arten fn kann man nun eine n-stufige Treppe
heraufgehen?

Versuchen wir (an der Tafel), eine Tabelle dafür aufzustellen.
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Induktiv definierte Folgen: Treppensteigen

Finden wir ein Bildungsgesetz ?

Für n ≥ 2 gibt es zwei Möglichkeiten, eine n-stufige Treppe zu erklimmen:
– entweder hatten wir einen Schritt von einer (n − 1)-stufigen Treppe aus ge-
macht
– oder zwei Stufen auf einmal von einer (n− 2)-stufigen Treppe aus genommen.

; fn = fn−1 + fn−2; Sonderfälle: f(0) = 0 und f(1) = 1.

Diese Folge kommt sehr häufig in der Natur und Kultur vor und wird gemeinhin
die Folge der Fibonacci-Zahlen genannt !
Mehr über Leonardo Fibonacci bei einem virtuellen Museumsbesuch.
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Der Goldene Schnitt

ist die Teilung einer Strecke so, dass die gesamte Strecke X sich zu dem größe-
rem Teilstück der Länge 1 verhält wie das größere Teilstück zum kleineren.

Das Teilverhältnis lässt sich nun einfach ausrechnen. Es gilt:

X : 1 = 1 : (X − 1), also: X2 − X = 1

mit den beiden Lösungen φ und φ̂ = 1 − φ, wobei

φ =
1 +
√
5

2
≈ 1.6181 . . .

die goldene Schnittzahl ist.

Satz: (Formel von Binet) fn =
φn−(1−φ)n√

5
. Daher: limn→∞ fn+1

fn
= φ.
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Ein architektonischer Exkurs

Beim Parthenontempel in Athen bildet der Säuleneingang hierbei ein goldenes
Rechteck, also ein Rechteck, dessen Seiten sich genau wie der goldene Schnitt
verhalten. Auch verhält sich die Höhe bis zum Dach zur Höhe der Säulen wie
der goldene Schnitt.
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Konstruktion des Goldenen Schnitts

Im Endpunkt der Strecke AB wird die Senkrechte errichtet. Auf ihr trägt man die
Hälfte von AB ab. Es ergibt sich Punkt C. Der Kreis um C mit dem Radius CB
schneidet AC bei D. Überträgt man den Abstand AD auf die Strecke AB, so ergibt
sich der Teilpunkt T. T teilt AB im Verhältnis des Goldenen Schnittes.
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Fibonacci-Zahlen: Eine Philatelistische Annäherung

Diese Schweizer Briefmarke wurde zum 150-jährigen Bestehen des Schweize-
rischen Ingenieur- und Architektenvereins SIA herausgegeben und enthält eine
interessante mathematische Konstruktion.

Die Briefmarke zeigt den Zusammenhang des Goldenen Schnitts mit der Logarithmischen Spi-
rale, auch Fibonacci-Spirale genannnt.

Nähere Erläuterungen finden Sie hier.
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Ein geometrisches Problem, das zu den Fibonacci-Zahlen führt:
Konstruktion aneinanderliegender Quadrate.

Wird in jedem Quadrat ein Viertel eines Kreises gezogen wie in der Abbildung, erhält man die
sogenannte Fibonacci-Spirale, eine Form, die bei gewissen Muscheln beobachtet werden kann.
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Die Muscheln sind lediglich ein Beispiel für ein verbreitetes Phänomen: das
Vorkommen der Fibonacci-Zahlen in der Natur.

Die Fibonacci-Zahlen finden sich in der Position der Blätter und der Blumen-
blätter von Blumen, in den Verzweigungen einiger Pflanzen, in der Anordnung
der Samen der Sonnenblumen oder der Schuppen der Tannzapfen.
Letztere sind so angeordnet, dass sie zwei Serien von entgegengesetzten Spi-
ralen bilden, die im Zentrum zusammenfließen.
Im selben Tannzapfen oder derselben Sonnenblume sind die Zahlen der Spira-
len, die sich in beide Richtungen winden, aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Warum sind Fibonacci-Zahlen “natürlich” ? Gute Erklärungen mit vielen geschicht-
lichen Erläuterungen (auch für Lateiner) finden Sie hier.
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Konkretes Naturbeispiel: Die Sonnenblume

Bei der Sonnenblume sind die Samen bogenförmig angeordnet. Das heißt, wenn
man die Anzahl der Bögen gegen den Uhrzeigersinn und die der Bögen im Uhr-
zeigersinn betrachtet, erhält man zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Begründung: Die Sonnenblumenkerne wachsen kreisförmig um den Mittelpunkt der Sonnenblu-
me. Zwei in ihrer Entwicklung aufeinander folgende Kerne teilen den Umfang dabei im Verhältnis
des Goldenen Schnitts. Der Winkel zwischen ihnen beträgt also 360o − 360o/φ ≈ 137, 518 . . .o.

Mehr finden Sie bei matheprisma.
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Konkretes Naturbeispiel: Ein Tannenzapfen

Mehr Infos zu Fibonacci hier.

Gehen Sie mit wachen Sinnen durch die Natur !
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Konkretes Modellieren
ist Ihnen aus der Schulmathematik vielleicht leidvoll bekannt:

Textaufgaben

Diese sind aber für die angewandte Mathematik und Informatik unverzichtbar.

Gute Informatiker brauchen neben gut ausgebauten mathematischen auch sehr
gute sprachliche Fähigkeiten.
Insbesondere müssen Kundenwünsche richtig gedeutet, verstanden und um-
gesetzt werden können.
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Textaufgaben

Versuchen Sie stets:
evtl. (sprachliche) Unklarheiten zu erkennen und zu benennen,
sich klar darüber zu werden, was wirklich bekannt ist,
möglichst eine Skizze von der Lage anzufertigen,
bei einer “zu abstrakten” Frage zunächst nach konkreten Beispielen zu suchen,
sich klar darüber zu werden, was wirklich gesucht ist,
die Aufgabenstellung und den Lösungsweg möglichst klar zu gliedern,
sich bewusst machen, welche Lösungsstrategien man anwenden kann,
auf bekannte oder ähnliche Aufgaben zurückzugehen (Erfahrungen !) und
zu klären, wie und wo man sich evtl. noch fehlenden Informationen besorgen
kann.
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Textaufgaben

1. Eine Ziege ist mit Hilfe eines sechs Meter langen Seils an der Ecke eines Stalls mit fünf
Meter Länge und vier Meter Breite angebunden; sie befindet sich im Freien. Der Stall ist
von einer Grasfläche umgeben. Was für eine Fläche kann die Ziege abweiden ?

2. Unter einem Palindrom versteht man eine Zahl (oder allgemeiner eine Buchstabenreihe),
die vorwärts wie rückwärts gelesen denselben Wert hat (dasselbe Wort liefert). Ein Bei-
spiel ist 12321 oder das Wort “Reliefpfeiler”. Ein Freund behauptet, alle Palindrome mit vier
Ziffern seien durch 11 teilbar. Stimmt das ?

3. Die Durchquerung einer Wüste nimmt neun Tage in Anspruch. Ein Mann muss eine Bot-
schaft auf die andere Seite bringen, auf der seine Vorräte nicht aufgefrischt werden können,
und dann wieder zurückgehen. Ein einzelner Mann kann Nahrungsmittel für 12 Tage tragen.
Allerdings können unterwegs Depots angelegt werden. Wie schnell kann die Botschaft an
die andere Seite gelangen ? Wie schnell geht es, wenn zwei Boten zur Verfügung stehen ?
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4. Auf einem Tisch liegen zwei Streichholzstapel. Zwei Spieler entfernen abwechselnd Streich-
hölzer nach der folgenden Regel: Ein Spieler kann entweder von beiden Stapeln je ein
Streichholz nehmen oder ein einzelnes Streichholz entfernen. Der Spieler, der das letzte
Streichholz wegnehmen muss, hat verloren. Gibt es eine Gewinnstrategie für den Spieler,
der mit dem Spiel beginnt ? Oder gibt es eine Gewinnstrategie für den Nachziehenden ?
Oder gibt es für keinen Spieler eine Gewinnstrategie ? Und wie sähe so eine Gewinnstra-
tegie aus ?

Betrachten Sie (zunächst) “kleine Streichholzstapel”.
Die Aufgabe ist schwieriger, als sie zuerst scheinen mag.

Daher vereinfachte Annahme: Beide Stapel enthalten zu Spielbeginn gleich viele Hölzer.


