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Zusammenfassung

Das POWER DOMINATING SET Problem ist eine Variante des wohl bekann-
ten Domination-Problems in Graphen: Finde fiir einen ungerichteten Graphen
G(V, E) eine kleinstmogliche Teilmenge P C V, so dass alle Knoten observiert
sind. Diesbeziiglich observiert ein Knoten aus P sich selbst und alle seine Nach-
barn, und falls ein observierter Knoten, bis auf einen, nur observierte Nachbarn
besitzt, so folgt daraus, dass der unobservierte Knoten ebenso observiert wird. In
dieser Arbeit zeigen wir unter anderem die NP-Vollstandigkeit des POWER Do-
MINATING SET Problems, und dass es NP-vollsténdig bleibt, falls wir es auf pla-
nare, Circle- und Split-Graphen beschrinken. Die aufgefithrte Reduktion l&dsst
dariiber hinaus folgern, dass das POWER DOMINATING SET Problem sich nicht
besser approximieren lésst als das DOMINATING SET Problem und wie dieses
W [2]-hart ist. Weitere Ergebnisse sind Linearzeit-Algorithmen fiir das POWER
DOMINATING SET Problem auf Baumen und Generalisierten Series-Parallel Gra-
phen, sowie ein FPT-Algorithmus fiir allgemeine Graphen mit Baumweite als
Parameter. Der Algorithmus fiir Bdume vereinfacht den schon bestehenden von
Haynes et al. [10] erheblich. Fiir die beiden weiteren Graphklassen finden wir
eine dquivalente, aber aussagekréftigere Formulierung des Problems und l6sen
dieses mit Hilfe von Dynamischem Programmieren auf der Baumzerlegung.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Problemdefinition

Das POWER DOMINATING SET Problem wird durch die Notwendigkeit zur Uber-
wachung elektrischer Netzwerke motiviert. Man mochte das Netzwerk beziiglich
gewisser elektrischer Grofien {iberwachen. Dazu platziert man an speziellen Stel-
len im Netzwerk Messstationen, so genannte PMU’s (phase measurement unit).
Man mochte nun die Anzahl der PMU’s minimieren. Dies ldsst sich nun auch
in der Sprache der Graphen ausdriicken. Ein Graph G(V, E) stellt das elektri-
sche Netzwerk dar. Eine PMU kann auf einem Knoten platziert werden. Dieser
Knoten wird dann als observierend bezeichnet. Ziel ist es, dass alle Knoten und
Kanten observiert sind. Die Regeln, nach denen sich die jeweilige Observation
fiir Knoten und Kanten bestimmen lésst, sind die folgenden:

1. Ist eine PMU auf einem Knoten v platziert, so sind v und alle seine inzi-
denten Kanten observiert.

2. Jeder Knoten der zu einer observierten Kante inzident ist, ist observiert.
3. Jede Kante die zwei observierte Knoten verbindet, ist observiert.

4. Ist ein Knoten v zu insgesamt k£ > 1 Kanten inzident und sind k—1 bereits
observiert, so folgt, dass auch die iibrige k-te Kante observiert ist.

Eine Power Dominating Set (pds) ist nun eine Menge P C V, so dass alle
Knoten v € P observierend sind und der gesamte Graph G observiert ist.
Das Power Dominating Set Problem lésst sich dann so formulieren:

POWER DOMINATING SET (PDS)
Eingabe: FEin Graph G(V, E).
Ziel: Eine kleinstmogliche Menge P C V, die eine pds fiir G ist.

1.2 Power Dominating Set und elektrische Netz-
werke

Wie bereits erwdhnt gibt es eine enge Verbindung zwischen POWER DOMINA-
TING SET und elektrischen Netzwerken. Diese Verbindung besteht darin, dass

12



1.3. Definitionen und Notation

man fiir jede der Regeln ein korrespondierendes Gesetz aus der Elektrotechnik
findet, welches die Regel begriindet. Wir zeigen jetzt, wie man diese Regeln
aus dem Ohmschen Gesetz und der Kirchhoffschen Regel gewinnt. Im Weiteren
bedeutet eine dicke Linie eine observierte Kante und eine diinne Linie eine un-
observierte Kante. Gleichermaflen besitzen observierte Knoten eine Umrandung
und nicht observierte keine.

1.Regel Ist eine PMU auf einem Knoten platziert, so kennt sie die am Knoten
herrschende Spannung und den jeweiligen Strom in den inzidenten Kanten.

2.Regel Wir kennen die Spannung U am observierten Knoten, den Widerstand
R der Leitung und den Strom I, der durch die Leitung fliet. U’ =1 - R
ist dann der Spannungsabfall. Somit herrscht am unobservierten Knoten
die Spannung U — U".

Uo——o —» @—@ UV

3.Regel Wir kennen die Spannungen U, U’ der beiden observierten Knoten und
den Wiederstand der Leitung. Somit ist I = U;%U der Strom, der durch
die Leitung flief3t.

Vo—@V> @—®

4.Regel Wir kennen den Strom in k—1 Leitungen die am Knoten anliegen und
den Gesamtstrom I. Ist I’ der Gesamtstrom der k — 1 Leitungen, so flieit
der Strom I — I’ durch die k-te Leitung.

1.3 Definitionen und Notation

Alle Graphen, die betrachtet werden, werden als einfach, ungerichtet und oh-
ne Schleifen angenommen, falls nichts Gegenteiliges erwahnt wird. Wir nennen
einen Graphen G'(V',E’) einen induzierten Subgraphen eines Graphen G =
(V, E) genau dann, wenn gilt V' C V und E' = {{u,v} | u,v € V' und {u,v} €
Fiir einen Knoten v € V' in einem Graphen G(V, E) ist Ng(v) die Menge sei-
ner Nachbarn in G, also Ng(v) = {u | {u,v} € E}. Wir setzen noch Ng[v] :=
N¢(v)U{v} und fiir eine Menge V' C V analog Ng[V'] := Uyev/ N[v]. NE (v) ist
die Menge der zu v inzidenten Kanten in E, also N (v) = {{u,v} | {u,v} € E}.
Der Grad eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachbarn. Auf den Grad ei-
nes Knotens v beziehen wir uns mit dg(v). Es gilt dg(v) = |Ng(v)|. Die In-
dizierung mit G wird unterlassen, falls sie sich aus dem Kontext erschlieft.
Auf den groften Grad eines Knotens in G beziehen wir uns mit A(G), al-
so A(G) = max{é(v) | v € V}. Ist V' eine Knotenmenge in einem Graphen
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1.4. Parametrisierte Komplexitétstheorie

G(V,E), so ist E(V') = {{u,v} | u,v € V', {u,v} € E}. Eine Knotenmenge
{v1,..., v} ist ein Pfad in G(V, E), falls {v;,v;41} € E fir 1 < i < k gilt.
Mit P = qi,...,qr bezeichnen wir einen ungerichteten Pfad {q1,...qx} zwi-
schen ¢; und gx. Mit P = (q¢1,...,qr) wird ein gerichteter Pfad zwischen ¢;
und ¢ bezeichnet. Betrachten wir einen gerichteten Graphen G(V, E) so legen
wir fiir eine Teilmenge F' C F dann indegp(v) := |{(u,v) | (u,v) € F}| und
outdegr(v) := |{(v,u) | (v,u) € F}| fest.

1.4 Parametrisierte Komplexitéitstheorie

In dieser Arbeit brauchen wir an diversen Stellen Konzepte aus der parametri-
sierten Komplexititstheorie. In diesem kurzen Abschnitt fithren wir deswegen
auf informellem Wege in die benétigten Konzepte ein. Parametrisierte Kom-
plexitét ist eine Klassifizierungsstruktur, die von zwei Groflen abhéngt, um die
Komplexitéit von Problemen zu messen. Die erste ist wie in der klassischen Kom-
plexitétstheorie die Problemgréfie n. Die zweite Grofe ist ein Parameter k, der
zumeist eine positive ganze Zahl ist. Ein Problem wird fized-parameter tractable
genannt, falls es in f(k) - n®1) Zeit gelost werden kann, wobei f eine bere-
chenbare Funktion ist, die nur von k abhéingt. Eine Theorie um fized-parameter
intractability nachzuweisen wurde von Downey und Fellows [17] entwickelt, die
hierzu das Konzept der parametrisierten Reduktion einfithrten. Eine parametri-
sierte Reduktion ist eine Funktion, die eine parametrisierte Sprache L auf eine
weitere parametrisierte Sprache L’ reduziert. Sie berechnet in Zeit f(k) - n©™)
fiir eine Instanz (x, k) € L eine Instanz (z/, k') € L', wobei k' nur von k abhéingt
und (x,k) € L < (2',k’) € L’ gilt. Die grundlegende Komplexititsklasse um
fixed-parameter intractability zu zeigen, ist W[1]. Es gibt einige schwerwiegende
Griinde anzunehmen, dass ein W/[1]-hartes Problem fixed-parameter intracta-
ble ist [17]. Basierend auf W1] fithren Downey und Fellows zudem noch eine
Hierarchie von Komplexitéiitsklassen Wi] mit ¢ > 1 ein, sodass W[i] C Wi + 1]
gilt.

1.5 Vereinfachung der Regeln

Die in Abschnitt 1.1 angegebenen Regeln miissen auf Knoten und Kanten ange-
wendet werden. Deswegen haben sie den Anschein schwer handhabbar zu sein.
Ebenfalls sind vier Regeln recht umfangreich. Diese Regeln sind durch die di-
rekte Ubertragung aus den entsprechenden elektrophysikalischen Gegebenheiten
entstanden. Es ist nun moéglich, diese vier Regeln durch zwei zu ersetzen, welche
sich nur auf die Knoten des Graphen beziehen. Sei nun ein Graph G(V, E) und
P C V gegeben. Dann sind die vereinfachten Regeln:

L: Alle v € N[p] mit p € P sind observiert (Lokale Regel).

G: Existiert ein observierter Knoten v mit §(v) = k > 1 und sind bereits k—1
Nachbarn von v observiert, so folgt, dass auch der k-te Nachbar observiert
ist (Globale Regel).

Wir werden nun zeigen, dass die neu eingefiihrten Regeln dquivalent zu den alten
sind. Das heif3t, dass eine Menge P C V alle Knoten genau dann mit den alten
Regeln observiert, wenn sie auch alle Knoten mit den neuen observiert. Dies
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1.6. Beispiele zur Anwendung der Observationsregeln

wird bereits in J. Kneis et al [15] gezeigt. Hier stellen wir nun einen alternativen
und ausfiihrlicheren Beweis dafiir vor:

Proposition 1.1. Sei G(V, E) ein Graph und seien OV, die Knoten, die mit
den Regeln 1-4 aus Abschnitt 1.1 observiert werden und OV, diejenigen Knoten,
die mit den Regeln L und G observiert werden. Dann gilt OV, = OV,,.

Beweis.

OV, € OV,: Wir kénnen die Regel L simulieren indem wir zuerst Regel 1
und sogleich Regel 2 ausfithren. Sei V) die Menge der Knoten, die wir
durch maximale Anwendung der Regel L erhalten und Vp, ¢ > 0, die
Menge der Knoten, die nach der ¢-ten Anwendung von Regel G observiert
sind. Sei v € V; ein Knoten auf den wir Regel § anwenden kénnen und
N(v) = {v1,...,vx} seine Nachbarschaft. Da 0.B.d.A N[v]\ {vx} C W
gilt, folgt dass alle Kanten {v,v;}, 1 < i < k, beziiglich der Regeln 1-4
observiert sind und V3 = Vo U {wvi} gilt. Wenn wir dann Regel 4 auf v und
danach Regel 2 anwenden, so sind auch {v, vy} und vy beziiglich der alten
Regeln observiert. Somit kénnen nun auch alle Knoten, die in V; sind,
mit den Regeln 1-4 observiert werden. Indem wir auf diese Art sukzessive
die Anwendung der Regel § nachbilden, folgt, dass wir die Menge der
Knoten Vj, die aus der letzten Anwendung von § resultiert, ebenfalls mit
den Regeln 1-4 observieren kénnen. Da Vs = OV,, und V; C OV,, folgt
oV, C OV,.

OV, C OV,,: Sei Vj die Menge der Knoten, die durch maximale Anwendung der
Regel 1 und 2 entsteht. Dann ist klar, dass Vy = V} gilt. Sei v € Vj ein Kno-
ten auf den wir Regel 4 anwenden kénnen. Indem wir danach sofort Regel
2 anwenden wird ein weiterer Knoten v’ observiert. Falls moglich wenden
wir danach Regel 3 an. Hierdurch entsteht nun die Knotenmenge V7, in der
alle Knoten und alle Kanten zwischen diesen Knoten beziiglich der Regeln
1-4 observiert sind. Klar ist aber auch, dass wir v’ durch Anwendung von
G auf v beziiglich der neuen Regeln observieren kénnen. Fithren wir dies
fort bis keine Anwendung der Regel 4 mehr mdoglich ist, so erhalten wir
Knotenmengen V; und V; mit V; = V! = OV, die auch mittels der neuen
Regeln observiert werden. Da V; C OV,,, folgt OV, C OV,

O

Mit den Regeln £ und § konnen wir demnach genau dieselben Knoten ob-
servieren wie mit den Regeln 1-4. Dann sind aber auch alle Kanten observiert
und die beiden Regelséitze dquivalent.

Aufgrund groerer Einfachheit werden wir im Rest dieser Arbeit nur noch die
Regeln £ und G verwenden und die Regeln 1-4 nicht mehr betrachten.

1.6 Beispiele zur Anwendung der Observations-
regeln

Es kommt nun darauf an, mit Hilfe des Zusammenspiels dieser Regeln einen
zusammenhdngenden Graphen zu observieren. Deshalb wollen wir anhand der

folgenden Beispiele etwas Routine im Anwenden der Regeln vermitteln. Betrach-
ten wir nun zwei Graphen und ihre kleinstmdogliche pds.
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1.7. Bisherige Resultate

Beispiel 1.2. Als erstes betrachten wir einen einfachen Pfad. Die obervierten
Knoten sind zusétzlich umrandet und die observierenden werden von einem
Quadrat umschlossen.

Die weiteren Knoten werden durch eine sukzessive Anwendung der Regel §
observiert. Ist u der Knoten der im Moment am weitesten rechts und observiert
ist, so besitzt er immer exakt einen weiteren observierten Nachbarn und einen
unobservierten Nachbarn v. Wird G auf u angewendet, so ist v observiert. Damit
ist dann v der Knoten, der am weitesten rechts steht und observiert ist.

Beispiel 1.3. Das niichste Beispiel ist ein 3 x 3-Grid-Graph:

©—@—@
—@

Der observierende Knoten und seine Nachbarschaft sind sofort durch Regel L

observiert.
@T@

o4

Der linke und rechte Nachbar des observierenden Knotens, haben die Voraus-
setzung zur Anwendung von Regel G erfiillt.

©—@—@

Alle unobservierten Knoten konnten, dadurch observiert werden, dass auf den
jeweils observierten Nachbarknoten Regel § angewendet wurde.

1.7 Bisherige Resultate

Die bisher gewonnenen Resultate iiber PDS sind momentan noch nicht weitrei-
chend und die meisten sind in T.W. Haynes, S.M. Hedetniemi, S.T. Hedetniemi
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1.7. Bisherige Resultate

und M.A. Henning [10] zu finden. Ein wichtiges Ergebnis ist der dort gefiihrte
NP-Vollstindigkeitsbeweis. Es wird gezeigt, dass die folgende Entscheidungs-
problemvariante bereits fiir bipartite und chordale Graphen NP-vollsténdig ist:
Eingabe: Ein Graph G(V, E).
Ziel: Gibt es fiir G eine pds der Grofe k7

Eine einfache Modifikation des Standardbeweises fiir die NP-Vollstdndigkeit
von DOMINATING SET in T.W. Haynes, S.T. Hedetniemi und P.J. Slater [11] ist
die Grundlage, um dasselbige fiir POWER DOMINATING SET zu zeigen; sogar
dann wenn die gegebene Graphinstanz auf bipartite oder chordale Graphen be-
schriinkt ist. Es wurde hierfiir 3-SAT auf POWER DOMINATING SET reduziert.
Wir kénnen also im Allgemeinen nicht damit rechnen fiir beliebige Graphinstan-
zen einen polynomiellen Algorithmus zur Losung von POWER DOMINATING SET
zu finden.

M. Dorfling und A. Henning [18] untersuchten die spezielle Klasse der n x m-
Grid-Graphen. Das hauptséchliche Ergebnis dieser Arbeit betrifft die minimale
Grofe einer Power Dominating Set vp(G) eines Grid-Graphen. Ist G ein n x m-
Grid-Graph, m > n > 1, so zeigen sie:

[24L] - n = 4(mod 8).
P (G) = N
H : sonst.
Die Ahnlichkeit der NP-Vollstindigkeitsbeweise von DOMINATING SET und
POWER DOMINATING SET scheinen nicht nur zufilligerweise zu existieren. Dies
ist bereits augenscheinlich, wenn man sich die Problemdefinition anschaut.

DOMINATING SET (DS)
Eingabe: FEin Graph G(V, E).
Ziel: Eine kleinstmogliche Menge D C V', so dass fiir allev € V
entweder v € D gilt oder es ein s € D mit v € N(s) gibt.

DOMINATING SET ist nichts anderes als POWER DOMINATING SET auf Regel
L eingeschrankt. Eine einfache Beobachtung ist, dass jede Dominating Set D
auch eine Power Dominating Set ist. Da es fiir alle Knoten v € V ein d € D mit
v € N[d] gibt, folgt dass alle Knoten mit Regel L observiert sind. Sei nun y(G)
die Grofle einer kleinstmoglichen Dominating Set fiir den Graphen G, dann gilt
folglich immer 1 < yp(G) < v(G). Diese Abschiitzung ist nach oben scharf,
welches Abbildung 1.1 zeigt.

AVAVARVY

Abbildung 1.1: In diesem Graph gilt vp(G) = v(G),

Fiir beide Probleme gilt, dass ein Knoten aus jedem Dreieck in die entspre-
chende Menge iibernommen werden muss. Folglich gilt hier vp(G) = v(G).
Es besteht aber auch die Mdoglichkeit, dass der Abstand zwischen vp(G) und
~v(G) beliebig grofl werden kann. Dies illustriert Abbildung 1.2. Die offenen Kno-
ten bilden eine kleinstmogliche Dominating Set. Fiir den Pfad P,, der Lange n
gilt v(P,) = [%] und wie bereits in Beispiel 1.2 gesehen yp(P,) = 1. Der
viereckige Knoten u im Stern ist die kleinstmégliche Power Dominating Set. Je
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1.7. Bisherige Resultate

e O—e 0 —0—® o —e

Abbildung 1.2: Im Stern und im Pfad ist ein beliebig grofer Abstand zwischen
v(G) und vp(G) méglich.

groBer der Stern wird, um so grofler wird auch der Abstand zwischen yp(G) und
~(G). Fiir jeden Stern betrigt dieser Abstand v(G) —yp(G) = 6(u) — 1. Dies ist
ebenfalls ein Beispiel dafiir, dass fiir eine kleinstmdogliche Power Dominating Set
P und eine kleinstmdogliche Dominating Set D fiir den gleichen Graphen nicht
zwingend P C D gelten muss.

DOMINATING SET ist bereits in grofem Umfang untersucht worden und es lie-
gen bereits viele weitergehende Resultate dariiber vor. Hier stellt sich nun die
Frage, ob und inwiefern sich solche Resultate auf POWER DOMINATING SET
iibertragen lassen. Beispielsweise gibt es in G. Ausiello et al. [3] bereits fiir Do-
MINATING SET einen Approximationsalgorithmus mit einer Approximationsgiite
von Inn. Es wird auch gezeigt, dass die Approximation mit konstanter Approxi-
mationsgiite unméglich ist, falls wir NP#P annehmen. Ahnliche Resultate sind
fiir POWER DOMINATING SET bisher komplett unbekannt.

Im Gebiet der parametrisierten Komplexitit zeigen R.G. Downey und M.R.
Fellows [7], dass DOMINATING SET W/[2]-hart ist, wenn man als Parameter
die GroBe der Dominating Set wéhlt. Es ist noch unbekannt, wie sich dies fiir
POWER DOMINATING SET verhélt.

Ein weiterer interessanter Fokus ist das Gebiet der Datenreduktion. Fiir Do-
MINATING SET gibt es bereits ein sehr weitreichendes Resultat. In Alber et al.
[1] wurden zwei Datenreduktionsregeln entwickelt, welche in polynomieller Zeit
durchfithrbar sind. Die Autoren bewiesen, dass der Kern eines planaren Gra-
phen, der Restgraph auf den keine Reduktionsregel mehr anwendbar ist, eine
Grofle besitzt, die linear abhéngig ist von y(G). Dies zeigt, dass DOMINATING
SET auf planaren Graphen in der parametrisierten Klasse FPT ist. Ein &hnli-
ches Ergebnis fiir POWER DOMINATING SET steht noch aus.
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Kapitel 2

Domination und Power
Domination

In [10] wird die NP-Vollstindigkeit dadurch bewiesen, dass 3-SAT auf POWER
DOMINATING SET reduziert wird. Da 3-SAT kein graphentheoretisches Problem
ist, lasst sich mit Hilfe der angefiihrten Reduktion nichts tiber die Komplexitét
von POWER DOMINATING SET sagen, falls dieses auf spezielle Graphklassen
beschriankt bleibt. Auch rein intuitiv wiirde man ebenfalls vermuten, dass sich
DOMINATING SET auf POWER DOMINATING SET reduzieren lésst.

2.1 Domination auf speziellen Graphklassen

DOMINATING SET ist auf allgemeinen Graphen NP-vollstindig. Es liegen bereits
viele komplexitétstheoretische Ergebnisse iiber eine grofie Anzahl von Graph-
klassen beziiglich DOMINATING SET vor. Die Tabelle 2.1 aus [17] gibt eine Uber-
sicht iiber die wichtigsten Graphklassen und {iber die Komplexitdt von DS. In
[10] wurde bereits fiir bipartite und chordale Graphen gezeigt, dass POWER
DOMINATING SET NP-vollstdndig ist. In diesem Abschnitt wollen wir NP-
Vollstandigkeit fiir weitere Graphklassen in Hinsicht auf POWER DOMINATING
SET zeigen. Ein wichtiges Instrument hierfiir wird die nachfolgende Reduktion
von DOMINATING SET auf POWER DOMINATING SET sein. Unabhingig und
nahezu zeitgleich wurde dieses Ergebnis bereits in J. Kneis et al. [15] veroffent-
licht.

2.2 Reduktion von Domination auf Power Do-
mination

Es soll im Folgenden eine Reduktion von DOMINATING SET auf POWER DoOMI-
NATING SET konstruiert werden. Von nun an betrachten wir 0.B.d.A. nur solche
Graphen, die zusammenhéngend sind. Wir diirfen auch davon ausgehen, dass es
fiir G immer eine Power Dominating Set P gibt, sodass jeder Knoten in P Grad
grofer drei hat. In [10] wurde dies bereits errtert. Wir wollen diese Erérterung
ausfithrlich wiederholen.

Ist P eine Power Dominating Set, welche oben genanntes Kriterium nicht erfiillt,
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2.2. Reduktion von Domination auf Power Domination

Graphklasse | Komplexititsklasse

bipartite NP

comparability NP

chordal NP

split NP

planar NP

circle NP
interval P
strongly chordal | o
dually chordal | o
permutation P
cocomparabilty P
AT-free P
distance hereditary | o
k-polygon (festes k > 3) P
partial k-tree (festes k > 1) P

Tabelle 2.1: Graphklassen und die Komplexitdt von DOMINATING SET, falls
dieses auf die entsprechende Klasse beschriankt bleibt. P bedeutet dass es in
polynomieller Zeit Iésbar ist und NP weist auf die NP-Vollstédndigkeit hin.

so lésst sich auf einfache Art und Weise eine Losung P gewinnen, sodass fiir alle
p € P gilt 6(p) > 3, falls A(G) > 3. Sei P, = {v € V| §(v) <2} N P. Fiir
alle v € Py, gilt, dass hier zwei Pfade entspringen, die wir nun jeweils verfolgen.
Auf mindestens einem dieser beiden Pfade treffen wir auf einen Knoten v’ mit
6(v') > 3. Entfernt man nun v aus P und fiigt v’ hinzu, so bleibt G observiert.
Nimmt man diese Ersetzung fiir alle Knoten in Py, vor, so resultiert eine pds P
mit den gewiinschten Eigenschaften. Da man fiir die Ersetzung fiir alle v € Pr,
héchstens n Knoten betrachten muss, geht dies in O(n?) Zeit.

Gilt A(G) < 3, so ist G entweder ein Pfad oder ein Kreis, da G zusam-
menhéngend ist. Dann ist POWER DOMINATING SET trivial 16sbar.

Die Reduktion geht folgendermaflen vor: Fiir jeden Knoten u € V wird ein
neuer Knoten v, erzeugt und iiber eine Kante mit u verbunden. Ein Graph
G(V, E) wird also auf einen Graphen G(V,E) mit V =V U {v, | v € V} und
E = EU{{u,v,} | u,v, € V} abgebildet. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.1
gegeben.

Lemma 2.1. D ist eine Dominating Set fiirr G(V, E) mit |D| =k <= D ist
eine Power Dominating Set fir G(V,E) mit |D| = k.

Beweis.

“:> ”

D ist eine pds fiir G, denn fiir alle d € D gilt, dass alle Knoten in N[d] observiert
sind. Da D eine Dominating Set ist, gibt es fiir alle v € V'\ D ein d € D mit
v € NId]. Somit sind alle Knoten in G durch Regel L observiert. Um nur G
mit D zu observieren braucht man die Regel G nicht. Wir betrachten nun D als
pds fiir G. Der Graph G, als Teilgraph von G, wird wieder nur durch Regel L
observiert. Ubrig bleibt die Knotenmenge {v,, | u € V'}. Jeder Knoten v,, hat nur
ein einzigen Nachbarn wu. Fiir diesen gilt nach Konstruktion Nu] \ {v,} C V.
Da alle Knoten in V' bereits observiert sind, kann nun v, mit der Regel G
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2.2. Reduktion von Domination auf Power Domination

Abbildung 2.1: Der Originalgraph G und der, welcher fiir die Reduktion von
DOMINATING SET auf POWER DOMINATING SET konstruiert wird.

/

<
S

Abbildung 2.2: Der Knoten u und Nz (u).

observiert werden. Deswegen folgt, dass alle Knoten in {v, | v € V} durch
Regel G observiert werden konnen.

4¢<://

Nehmen wir nun an, D sei keine Dominating Set fiir G. Dann gibt es u € V,
so dass fiir alle v’ € Ng[u] gilt v/ & D. Wir betrachten nun v in G wie in
Abbildung 2.2. Da fiir alle d € D gilt §(d) > 3, folgt dass alle Knoten v,
nur durch Regel G observiert werden. Dann muss insbesondere u schon vor
allen v, observiert sein. Dies ist aber nur moglich, falls fiir einen Nachbarn u
zuvor N[u]\ {u} bereits observiert ist und somit u durch § observiert wird. Das
heiflt aber, dass vz nicht mehr durch G observiert wird. Das kann nur vz € D
bedeuten. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von D. ([l

Eine sofortige Konsequenz aus Lemma 2.1 und der in Garey und John-
son [9] nachgewiesenen NP-Vollstindigkeit von DOMINATING SET auf allge-
meinen Graphen, ist das néchste Theorem.

Theorem 2.2. POWER DOMINATING SET ist NP-vollstindig auf allgemeinen
Graphen.
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2.3. Konsequenzen der Reduktion

2.3 Konsequenzen der Reduktion

Die konstruierte Reduktion von DOMINATING SET auf POWER DOMINATING
SET lésst sich aufgrund ihrer Beschaffenheit dazu benutzen weitere Ergebnisse
fir POWER DOMINATING SET aus DOMINATING SET abzuleiten. Wir werden
nun Aussagen iiber die Komplexitit auf bestimmten Graphklassen machen, eine
untere Schranke fiir die Approximation angeben und ein Ergebnis beziiglich der
parametrisierten Komplexitét erhalten.

2.3.1 Power Domination auf Graphklassen

Wir werden im Weiteren wie folgt vorgehen, um die NP-Vollstdndigkeit ei-
ner Graphklasse fiir POWER DOMINATING SET zu folgern: Wir betrachten eine
Graphklasse, die fiir DOMINATING SET NP-vollstindig ist. Wir wenden auf je-
de Instanz dieser Graphklasse die Reduktion an. Sind die dadurch entstandenen
Graphen ebenfalls in der gleichen Klasse, so muss nach Lemma 2.1 PDS auf die-
ser Graphklasse NP-vollsténdig sein. Fiir drei Klassen gehen wir im Folgenden
noch genauer darauf ein.

Planare Graphen

Nach Garey und Johnson [9] ist DOMINATING SET sogar fiir planare Graphen
mit Maximalgrad 3 NP-vollstdndig. Aus Lemma 2.1 folgt direkt:

Korollar 2.3. POWER DOMINATING SET ist NP-vollstindig fiir planare Gra-
phen.

Circle Graphen

Sei G(V, E) ein Graph. Man sagt, dass G ein Circle Graph ist, falls eine Familie
L von Sehnen auf einem Kreis existiert und diese Sehnen eine 1-zu-1-Beziehung
zu den Knoten in V' besitzen: Zwei Knoten sind genau dann zueinander adja-
zent falls sich ihre korrespondierenden Sehnen schneiden. Eine Familie L solcher
Sehnen nennt man ein Sehnenmodell, siehe Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Ein Circle Graph und sein Sehnenmodell.

Wir kénnen annehmen, dass sich keine zwei Sehnen auf dem Rand des Kreises
schneiden. Denn trifft dieser Fall zu, so kann man durch die Vergréflerung des
Kreisradius den Schnittpunkt ins Innere des Kreises verlagern.
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2.3.1. Power Domination auf Graphklassen

Nach J.M. Keil [12] ist DOMINATING SET noch NP-vollstindig, falls es auf
Circle Graphen beschrénkt bleibt.

Korollar 2.4. POWER DOMINATING SET ist auf der Klasse der Circle Graphen
NP -vollstindig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass, wenn die Reduktion aus Proposition 2.1 auf
einen Circle Graphen G angewendet wird, der resultierende Graph ebenfalls
ein Circle Graph ist. Dann ist PDS auf der Klasse der Circle Graphen NP-
vollstandig.

Wir besitzen nun ein Sehnenmodell mit Kreis R; fiir G. Da die Reduktion
fiir jeden Knoten u € V einen neuen Knoten v, erzeugt und die Kante {u,,v}
einfiigt, reicht es, zu zeigen, dass man fiir jede Sehne S eine weitere Sehne in den
Kreis R; einfiigen kann, die nur S schneidet. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen,
dass keine Sehne einen Schnittpunkt mit einer anderen auf dem Rand von R;
besitzt. Sei S eine Sehne und S¢ ein Schnittpunkt mit dem Rand von R;, dann
kann man um S¢ einen Kreis Ry mit Radius € > 0 finden, sodass keine andere
Sehne als S sich in ihm befindet. Der Rand von R» hat mit dem Rand von R;
zwei Schnittpunkte. Verbinde nun diese Schnittpunkte. Dies ergibt eine Sehne
in Ry, die nur S schneidet. [l

Split Graphen

Ein Graph G(V, E) ist ein Split-Graph, falls sich V' in Knotenmengen V7, V5 par-
titionieren ldsst, sodass der induzierte Subgraph G(V;) vollstindig und G (V)
ohne Kanten ist. Klar ist, dass dann V; eine Clique bildet und V5 eine un-
abhéingige Menge (Independent Set) ist. Im Weiteren gehen wir 0.B.d.A davon
aus, dass V; immer eine maximale Clique bildet. Denn existiert ein v € Vs,
sodass V1 U {v} ebenfalls eine Clique ist, so ist dann V5 \ {v} in gleichem Mafe
ein Independent Set. Also ist V3 U{v} und V3 \ {v} ebenfalls eine Partition von
V' mit den geforderten Eigenschaften
In diesem Fall funktioniert die Reduktion aus Abschnitt 2.2 nicht, da der durch
die Reduktion eines Split-Graphen entstandene Graph kein Split-Graph mehr
ist. Dies sieht man so: Nach der Reduktion induziert G(V;) immer noch eine
maximale Clique. Fiir jeden Knoten u € V5 gilt, dass er nach der Reduktion zu
einem neuen Knoten v, von Grad eins adjazent ist. Da die Knoten in V5 eine
unabhéngige Menge bilden miissen folgt v, € V5. In gleichem Mafl kann auch
vy, nicht zur Clique V; gehoren, da v, zu keinem Knoten aus V; adjazent ist.
Der entstandene Graph lédsst sich also nicht mehr wie gefordert partitionieren.
Er kann also kein Split-Graph mehr sein.
Um die NP-Vollstédndigkeit von POWER DOMINATING SET auf der Klasse der
Split-Graphen zu beweisen, geben wir eine Reduktion von VERTEX COVER auf
POWER DOMINATING SET an. VERTEX COVER ist wie folgt definiert:
VERTEX COVER
Eingabe: FEin Graph G(V, E).
Ziel: Eine kleinstmogliche Menge S C V, so dass fiir alle e € E
ensS # 0 gilt.

Sei also ein Graph G(V, E) gegeben. Erstelle zuniichst den Inzidenzgraphen
I(W, F). Der Inzidenzgraph besteht aus dem Originalgraph und Knoten Vg =
{ve | e € E}, welche die Kanten in E reprisentieren. Ein Knoten v, € Vg wird
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2.3.1. Power Domination auf Graphklassen

nun mit den beiden Knoten in V' verbunden, zu denen die entsprechende Kante
in G(V, E) inzident ist. Also ist W = VU Vg und F = EU {{a,v.}, {b,v.} |
ve € Vg und e = {a,b} € E}. Als Zweites erweitern wir I(W, F) zu (W, F),
indem wir fiir jeden Knoten u € V' C W einen neuen Knoten v, hinzufiigen und
diesen mit u verbinden. Es gilt also W = WUT mit T = {v, |u € V C W} und
F = FU{{vy,u} | vy,u € W}. Indem man den induzierten Subgraphen I(V')
zu einer Clique vervollstindigt, erhélt man H. H ist damit ein Split-Graph,
denn H(V) ist ein vollstéandiger Graph und G(Vg UT) kantenlos. Abbildung 2.4
verdeutlicht sukzessive dieses Vorgehen.

; 2
©) ? % (4

Abbildung 2.4: (1)G(V, E) (2)I(W,F) (3)[(W,F) (4)H.

@

Lemma 2.5. POWER DOMINATING SET ist fiir Split-Graphen NP -vollstindig.

Beweis. Zu zeigen ist grundsétzlich, dass G genau dann ein Vertex Cover der
Grofle k hat, wenn H eine Power Dominating Set der Grofle £ hat.

Wir zeigen nun, dass wenn G ein Vertex Cover VC der Grofle k hat, so ist
VC ebenfalls eine Power Dominating Set fiir H. Da im Allgemeinen £ > 1
gilt, ist H(V) mit L observiert. Da VC' in G ein Vertex Cover ist, gilt fiir jede
Kante e = {a,b} € E, dass entweder a oder b (oder beide) in VC sind. Fiir alle
ve € Vg mit e = {a, b} bedeutet dies, dass sie in H 0.B.d.A. zu einem Knoten
a € VC adjazent sind. Damit sind alle Knoten v, ebenso mit £ observiert. Fiir
alle Knoten v, € T gilt entweder u € VC, womit v,, durch L observiert ist, oder
aber es gilt u € VC und NJu]\ {v,} ist nach Konstruktion mit £ observiert. Dies
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2.3.2. Grenze der Approximierbarkeit

ist so, da H(V') bereits durch £ observiert ist und fiir alle v mit e = {u,l} € £
gilt, dass | € VC ist. Dann ist v, mit Anwendung von Regel G auf u observiert.
Da nun ganz H observiert ist, ist V'C' eine Power Dominating Set.

Sei nun P eine Power Dominating Set fiir H und 0.B.d.A. fiir alle p € P gelte
d(p) > 3. Da wir wissen, dass fiir alle v. € Vg §(k.) = 2 und fiir alle v, € T
d(vy) = 1 der Fall ist, folgt sofort (Vg UT) N P = (. Damit P nun ein Vertex
Cover fiir G ist miissen wir zeigen, dass fiir alle v, mit e = {a,b} € E entweder
a € P oder b € P ist. Nehmen wir an a,b ¢ P, dann kann v, nur observiert
werden, wenn 0.B.d.A. Regel § auf a angewendet wird, siehe Abbildung 2.5.
Dies heiflt, dass insbesondere v, zuvor observiert sein muss und zwar weder
dadurch, dass a € P gilt noch dadurch, dass § auf a angewendet wurde. Dies
ldsst aber nur den Schluss v, € P zu, welches ein Widerspruch zur Wahl von P

ist. Also ist P Vertex Cover fiir G. O
a b
Vg Ub
Ve

Abbildung 2.5: Die Nachbarschaft zweier Knoten a,b € V in H.

Wir konnten nun fiir einige Graphklassen die NP-Vollsténdigkeit beziiglich

PDS zeigen. Alle Graphklassen die in Tabelle 2.1 fiir DOMINATING SET NP-
vollstéandig sind, sind dies ebenfalls fiir POWER DOMINATING SET. Wir wol-
len der Tabelle 2.1 eine weitere Spalte fir POWER DOMINATING SET hin-
zufiigen. Damit erhalten wir Tabelle 2.2. Die NP-Vollstédndigkeit der Klasse der
Comparability-Graphen folgt aus der NP-Vollstdndigkeit der bipartiten Gra-
phen. Dies kann man folgern, da die Klasse der bipartiten Graphen eine Teil-
menge der Klasse der Comparability-Graphen bildet.
In diesem Abschnitt konnten wir also zeigen, was uns unsere Intuition bereits
angedeutet hat. PDS ist mindestens so schwer wie DS. Auf allen betrachteten
Graphklassen, fiir die DS NP-vollstéindig ist, ist es auch PDS. Im néchsten Ka-
pitel wollen wir uns einigen Graphklassen zuwenden, fiir die Domination in P
ist. Wir wollen dann fiir Power Domination selbiges zeigen.

2.3.2 Grenze der Approximierbarkeit

In [3] wird von G. Ausiello et al. gezeigt, dass eine bessere Approximationsgiite
als logn fir DOMINATING SET nicht moglich ist, falls wir P # NP annehmen.
Hiermit und mittels Theorem 2.1 folgern wir Ahnliches fiir POWER DOMINATING
SET.

Korollar 2.6. Falls P # NP gilt, gibt es fiir POWER DOMINATING SET keinen
Algorithmus mit besserer Approzimationsgiite als logn — log 2.

Beweis. Angenommen es wiirde ein Algorithmus mit einer besseren Approxi-
mationsgiite existieren. Sei ein beliebiger Graph G(V, E) gegeben. Wir wenden
nun die Reduktion aus Abschnitt 2.2 von DOMINATING SET nach POWER Do-
MINATING SET auf G an. Es entsteht G(V, E). Sei Lo, die optimale Losung
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2.3.3. Parametrisierte Komplexitét

Komplexititsklasse
Graphklasse POWER
DOMINATING SET | DOMINATING SET

bipartite NP NP

comparability NP NP

chordal NP NP

split NP NP

planar NP NP

circle NP NP
interval P ?
strongly chordal P ?
dually chordal P ?
permutation P ?
cocomparabilty P ?
AT-free P ?
distance hereditary P ?
k-polygon (festes k > 3) P ?
partial k-tree (festes k > 1) P ?

Tabelle 2.2: Graphklassen und die Komplexitéit von DOMINATING SET und
POWER DOMINATING SET, falls diese auf die entsprechende Klasse beschréankt
bleiben. P bedeutet, dass das Problem in polynomieller Zeit 16sbar ist und NP
weist auf die NP-Vollstindigkeit hin.

und L4,, die Losung dieses Algorithmus fiir G. Mit n/ := |V|, n := |V gilt
n' = 2n und i‘o‘—: < log|V| —log2 = logn/ — log 2. Dann sind aber L 4pp und
Lopt nach Theorem 2.1 auch Losungen fiir G. Insbesondere ist Loy: auch eine
optimale Losung fiir G. Es folgt:

L
A logn' —log?2 = log2n —log2 = log 2 + logn — log 2 = log n.

LOpt

Dies ist aber ein Widerspruch zur Approximationsgiite von DOMINATING SET
in [3]. O

Korollar 2.6 scheint nun ein Hinweis darauf zu sein, dass PDS beziiglich Ap-
proximierbarkeit mindestens so schwierig ist wie DS. Ein weiterer interessanter
Aspekt wire die Approximierbarkeit von Power Domination auf bestimmten
Graphklassen.

2.3.3 Parametrisierte Komplexitit

Aufgrund der speziellen Struktur der Reduktion aus Abschnitt 2.2 kénnen wir
ein Ergebnis beziiglich der parametrisierten Komplexitdt von POWER DOMINA-
TING SET mit Hilfe von DOMINATING SET gewinnen.

Korollar 2.7. POWER DOMINATING SET ist W[2]-hart, wenn wir die Grifle
der Power Dominating Set als Parameter wdhlen.

Beweis. In [17] wird gezeigt, dass DOMINATING SET W|[2]-hart ist, falls die
Grofle der Dominating Set als Parameter k& gewihlt wird. Wir kénnen dieses
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2.3.3. Parametrisierte Komplexitit

Ergebnis mit Hilfe der Reduktion aus Abschnitt 2.2 auf POWER DOMINATING
SET iibertragen. Dies ist moglich, da es sich um eine parametrisierte Reduktion
handelt. Denn sei ein Graph G(V, E) gegeben, dann ist mit Lemma 2.1 (x, k)
mit x C V und k& = |z| genau dann eine Losung der Grofie k£ von G fiir DS,
wenn (z/,k') mit 2° = z und &' = k eine Losung der GroBe &’ fiir DS von
G‘, welcher der durch Reduktion erhaltenen Graphen ist, fiir PDS ist. Da die
Reduktion zusétzlich in Zeit O(n) durchfiihrbar ist, ist sie eine parametrisierte
Reduktion. O
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Kapitel 3

Power Domination auf
Baumen

Im folgenden Kapitel wird ein Linearzeit-Algorithmus zur Berechnung einer
kleinstmoglichen pds fiir Bdume vorgestellt. In [10] wurde bereits ein solcher
Algorithmus prasentiert. Doch ist dieser sehr kompliziert geartet und besteht
aus vielen speziellen Fallunterscheidungen. Der hier présentierte Algorithmus
besitzt einen schematischeren Zugang fiir den Leser. Der Algorithmus verfolgt
einen Bottom-Up-Ansatz. Ausgehend von den Bléttern, die am weitesten ent-
fernt von der Wurzel sind, geht man schichtweise den Baum nach oben. Dabei
versucht man so spét wie moglich einen PMU zu setzen, sodass es in den bereits
betrachteten unteren Schichten keine unobservierten Bereiche gibt.

3.1 Einteilung in Schichten

Definition 3.1. Fin einfacher Pfad ist ein Pfad u,vy ...v,,u, sodass fir alle
v, 1 <i<m, §(v;) =2 gilt.

Beobachtung 3.2. Sei P = u,v1...v,,u’ ein einfacher Pfad. Ist entweder u
oder u' observierend, so ist ganz P observiert.

Beweis. Sei 0.B.d.A u observierend. Aus Beispiel 1.2 wissen wir, dass sich dann
die Observation entlang P mit Regel § ausbreitet. Da d(u’) > 1 kann allerdings
auf dem Knoten u’ nicht zwingend Regel § angewendet werden. Also ist P
observiert. O

Es reicht also entweder u oder v’ in eine pds aufzunehmen, um P und zusétz-
lich noch die Knoten aus der entsprechenden Nachbarschaft von u bzw. v’ zu
observieren.

Man kann also sagen, dass Knoten mit Grad grofler zwei grundsétzlich als Bar-
rieren beziiglich der Fortpflanzung von Observation angesehen werden konnen.
Ein weiteres wichtiges Faktum wurde bereits in Kapitel 2 angesprochen: Fiir
einen Graphen G mit A(G) > 3 gibt es eine kleinstmogliche pds in der kein
Knoten mit Grad kleiner als 3 enthalten ist.

Sei T ein Baum T' = (V, E) mit Wurzel r. Gilt fiir zwei Knoten v und v, dass
u auf dem Pfad von r nach v liegt, so wird v im weiteren als tieferstehend zu
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3.2. Pfadtypen

u bezeichnet. Wenn wir davon sprechen, dass ein Pfad P = v, ..., v, welcher
in einem Baum verlduft, in den Knoten vy von unten miindet, so bedeutet dies,
dass alle Knoten v; fiir 1 < i < k jeweils tieferstehend zu v;4+1 sind. Wir teilen
die Knotenmenge V' in zwei disjunkte Teilmengen Vi und Vi, ein:

Vi ={veV]diw) <2}
Ve ={veV|iw)>2}

Offensichtlich gilt V = Vi UVL,. Der Algorithmus geht konzeptuell so vor: Nach-
dem man ein Blatt als Wurzel r festgelegt hat, teilt man, von r ausgehend, die
Knoten in Vi in Schichten L; fiir ¢ > 1 ein, wobei

Li={veVy|3P,=r,...,v, |P,NVy|=1i}.

Gilt also v € L;, so hat der Pfad von r nach v exakt i Knoten aus V. Ist n
der Index der tiefsten Schicht, so gilt Vi = (J,_; ,,L:. Die Schichten werden
dann nacheinander, angefangen bei der tiefsten, abgearbeitet. Fiir jeden Knoten
werden die von unten eingehenden Pfade betrachtet. Zum Beispiel: Bei einem
Knoten u aus der tiefsten Schicht L, sind dies nur einfache Pfade zwischen u
und den Blittern, welche Nachfahren von u sind. Sei & > 1 die Anzahl dieser
Pfade. Nach Beobachtung 3.2 reicht es, wenn u observierend ist, um diese Pfade
zu observieren. Man konnte sie auch dadurch observieren, dass man Regel G auf
u anwendet. Da aber §(u) = k + 1 gilt, miissten hierfiir k¥ Knoten observierend
sein, also mindestens 2 Knoten. Es gibt demnach keine bessere Losung als auf
u eine PMU zu setzen. Daher folgt:

Beobachtung 3.3. Ist u € Vg ein Knoten aus der untersten Schicht L,,, dann
gibt es eine kleinstmogliche Power Dominating Set S mit u € S.

Allerdings propagiert nun « mit Regel § Observation auf dem Pfad zur Wur-
zel den Baum nach oben. Dies soll heiflen, dass wir nun G so lange wie moglich
anwenden. Diese Observation pflanzt sich fort bis der Pfad von u zur Wurzel auf
einen Knoten z € Vp trifft. Der Knoten z gehort dann zur Schicht L, ;. Der
Algorithmus unterscheidet alle von einem 2’ € L,, oder einem Blatt ausgehenden
einfachen Pfade, die von unten in z miinden, beziiglich ihrer Observation und
aufbauend hierauf entscheidet er, ob z observierend sein muss. Dazu miissen
natiirlich aber erst alle Knoten aus L,, abgearbeitet sein.

Fiir u € V meinen wir mit 7T,, im Weiteren den Teilbaum, der durch « und alle
Knoten, die tieferstehend zu wu sind, induziert wird.

3.2 Pfadtypen

Definition 3.4. Sei P = u,v1...v,,u ein einfacher Pfad in einem Baum und
es gilt u' € Ly und u € Ly_1.

a) Falls u,v1 ... v, unobserviert ist und aus der Observation von P folgt, dass
T, observiert ist, so ist P ein Typ-1-Pfad, siehe Abbildung 3.1.

b) P ist ein Typ-2-Pfad, falls er ein Typ1-Pfad ist und zusdtzlich gilt, dass es
reicht u zu observieren um P und T, zu observieren, siehe Abbildung 3.2.

¢) P ist ein Typ-3-Pfad, falls P und T\ bereits observiert sind.
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KR

Abbildung 3.1: Mehrere beispielhafte Typ-1-Pfade. Die Knoten a, b, ¢ stellen u’
in P=wu,v1...v,,u dar.

Abbildung 3.2: Mehrere beispielhafte Typ-2-Pfade. Die Knoten a, b, ¢ stellen u’
in P=wu,vy...v,,u dar.

Mit Definition 3.4 ergibt sich sofort folgende Beobachtung:

Beobachtung 3.5. Sobald an einem Knoten u € V ein Typ-3-Pfad von unten
miindet, kann kein Typ-2-Pfad mehr von unten in u minden.

Bewets. Der Knoten wu ist bereits observiert und somit wére ein potentieller
Typ-2-Pfad mit seinem Unterbaum ebenso observiert. O

Der Algorithmus setzt in seinem Verlauf die PMU’s gerade so, dass nur Pfade
vom Typ-1, Typ-2 und Typ-3 entstehen. Dadurch ist es unmoglich, dass es Teile
im Baum gibt, die, ausgehend von der aktuellen Schicht, diejenige welche der
Algorithmus momentan betrachtet, nicht mehr observierbar sind. Um dies zu
sehen brauchen wir noch die néchste Aussage.

Lemma 3.6. Seiu € L;_1, v € L; und set in T, eine observierende Knoten-
menge vorhanden, so dass es nur Typ-1, Typ-2 und Typ-3-Pfade gibt, die von
unten in u’' miinden. Sei P = u,vy...v,,u’ ein einfacher Pfad der von unten
in u mindet, dann gilt

1. P ist ein Typ-2-Pfad < P = u,u’ und es gilt, dass in v’ 6(u’) — 2
Typ-3-Pfade und ein Typ-1-Pfad von unten miinden.
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2. P ist ein Typ-1-Pfad <= in u' miinden entweder

a) §(u’') — 2 Typ-3-Pfade und ein Typ-1-Pfad und es gilt P # u,u’ oder
b) mindestens §(u') — 2 Typ-2-Pfade und kein Typ-3-Pfad miinden von
unten in u'.

Beweis.

1.

” :>77

Da es reicht u zu observieren, damit P observiert ist, unabhéngig davon
ob ein weiterer unobservierter Typ-1-Pfad in u miindet, kann Regel §
nicht zwingend auf v angewendet werden. Wenn P aber dadurch, dass u
observiert ist, ebenfalls observiert ist, dann gilt P = u,u’. Es muss v’
zuvor schon observiert gewesen sein, da u keinen Einfluss mittels § auf u’
hat. Also muss mindestens ein Typ-3-Pfad in ' von unten miinden und
mit Beobachtung 3.5 kann kein Typ-2-Pfad in «’ von unten miinden.
Angenommen es miinden 6(v') — 2 — k, k > 1, viele Typ-3-Pfade von
unten in u’, dann miinden auch k + 1 > 1 viele Typ-1-Pfade von unten
in u'. Ist P observiert, kann auf ' Regel § nicht angewendet werden.
Somit bleiben die Typ-1-Pfade unobserviert und 7T ist nicht vollstandig
observiert. Widerspruch.

Angenommen es miinde §(u’) — 1 viele Typ-3-Pfade von unten, dann ist
mit Regel § auch P observiert und somit ein Typ-3-Pfad. Widerspruch.
44<:77

Da §(u') > 3 gilt, gibt es mindestens einen Typ-3-Pfad, der von unten in
u' miindet. Damit ist v’ observiert. Wird nun wu observiert, so kann auf
u’ Regel § angewendet werden, sodass der einzige Typ-1-Pfad observiert
wird. Dann ist aber ganz T, observiert.

“ 2

Entweder ist u’ observiert oder unobserviert. Im ersten Fall muss ein
Typ-3-Pfad von unten in «' miinden. Deshalb kann mit Beobachtung 3.5
u’ auf keinem Typ-2-Pfad liegen. Der Knoten u’ muss ein unobserviertes
Kind besitzen, da sonst mit der Anwendung von G auf v’ ganz P observiert
wire. Also muss in u’ ein Typ-1-Pfad von unten miinden, welcher auch
das unobservierte Kind enthélt. Die Fille in denen §(u') — 2 — k, k > 1,
bzw. d(u') — 1 viele Typ-3-Pfade in «’ von unten miinden, fithren analog
wie in 1 zu Widerspriichen. Dies zeigt a).

Sei v’ nun unobserviert. Also kann kein Typ-3-Pfad von unten in v’ miinden.
Es kann hochstens ein Typ-1-Pfad in «' miinden, da mehr als einer von
u aus nicht mehr observierbar ist. Dann ist aber klar, dass die restlichen
Pfade, die von unten miinden, Typ-2-Pfade sein miissen. Da v’ auf P und
eventuell auf einem Typ-1-Pfad liegt, miissen dies mindestens 6(u') — 2
viele Typ-2-Pfade sein. Dies zeigt b).

“<:77
(a) In v miinden 6(u’) — 2 Typ-3-Pfade und ein Typ-1-Pfad. Wird P

observiert, so kann auf v’ Regel § angewendet werden. Der Typ-1-
Pfad ist dann observiert und somit ebenso T3, .

(b) Es miinden §(u') — 2 viele Typ-2-Pfade von unten in »’. Da kein Typ-
3-Pfad vorkommen kann, muss noch ein Typ-1-Pfad in v/ von unten
miinden. Wird P observiert, so auch u'. Dann sind aber auch alle
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Typ-2-Pfade observiert und mit Regel § auf «’ auch der Typ-1-Pfad.
Miinden §(u’) — 1 viele Typ-2-Pfade von unten in «’, sind diese eben-
so alle observiert, wenn P observiert wird. Also folgt, dass wenn P
observiert ist, so ist ebenfalls T, observiert. O

Wir wissen nun einiges iiber die Typ-1 und Typ-2-Pfade zwischen Knoten
in benachbarten Schichten. Wenn ein Pfad nicht die Voraussetzung fiir einen
Typ-1 oder Typ-2-Pfad erfiillt, muss eine PMU so gesetzt werden, dass er ein
Typ-3-Pfad wird. Wir haben in Lemma 3.6 nur Pfade zwischen zwei Schichten
L; und L;y; betrachtet. Nun richten wir das Augenmerk auf die Pfade, die in
den Blattern beginnen.

Beobachtung 3.7. Sei z ein Blatt, w € L; und P = z,v1 ... vy, u ein einfacher
Pfad, der in u von unten mindet. Dann ist P ein Typ-1-Pfad.

Beweis. Ist P observiert, dann auch 7, = G({z},0). Also ist P Typ-1-Pfad. O

3.3 Vorgehen des Algorithmus

Lemma 3.6 gibt uns bereits an, wann ein einfacher Pfad P = wu,vy...v,,u/
zwischen zwei Knoten u, € L;, v’ € L;y1 in Abhéngigkeit von den Pfadtypen an
u' ein Typ-1 bzw. Typ-2-Pfad ist. Wir miissen nun alle Méglichkeiten, in denen
die drei Pfadtypen in Kombination vorkommen kénnen, betrachten. Lemma 3.8
wird uns Handlungsweisen mitgeben, um zu entscheiden in welchen Féllen der
Pfad P welchen Typ hat und wann u in die pds genommen werden muss. Zu
jedem Zeitpunkt soll gelten, dass es nur Pfade von beschriebenem Typ gibt und
keine unobservierten Teile existieren, die nicht von einem Knoten oberhalb von
u observierbar sind.

3.3.1 Observation einer Schicht
Sei Typ;(v) die Anzahl der Pfade vom Typ ¢, die in v von unten miinden.

Lemma 3.8. Seiu € L;, v € Lix1 und P =wu,v1...v,,u’ ein einfacher Pfad.
Seien in Ty die PMU’s so gesetzt, dass es dort nur Typ-1, Typ-2 und Typ-5-
Pfade gibt. Dann muss folgendes gelten, damit in T, ebenfalls nur die genannten
Pfade vorkommen.

1. Typy(v') > 2 = «' € pds und P ist Typ-3-Pfad.
Typs(u') > 1, Typy(v') < 1, Typs(v') =0 = P ist Typ-1-Pfad.

Typ;(uv') =1, Typs(u') > 1 und n =0 = P ist Typ-2-Pfad.

(
(
(
(

)
Typ;(uv') =1, Typs(u') > 1 und n > 1 = P ist Typ-1-Pfad.
)

SR SR S

Typ;(u') =0 und Typs(u') > 2 = P ist Typ-3-Pfad.
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Beweis.

1. Nach Lemma 3.6 kann P weder ein Typ-1 noch ein Typ-2-Pfad sein. Es
muss also die pds erweitert werden, damit P ein Typ-3-Pfad wird. Dazu
muss jeder Typ-1-Pfad, der von unten in «’ miindet, und P observiert
werden. Pro Pfad muss ein Knoten observierend sein. Da u’ zu all diesen
Pfaden gehort, reicht es aus u’ in die pds zu nehmen. Dies ist analog zur
Beobachtung 3.3 dann auch die kleinste Anzahl Knoten, die in die pds
genommen werden muss. Infolgedessen werden P und T, observiert.

Lemma 3.6.2 b).
Lemma 3.6.1.

Lemma 3.6.2 a).

oL W

Auf v kann Regel § angewendet werden und P ist observiert. Da alle in
u' von unten miindenden Pfade vom Typ-3 waren, ist T,/ observiert. Also
ist P auch ein Typ-3-Pfad. |

Weitere Félle konnen nicht auftauchen. Denn z&hlt man die Moglichkeiten in
denen die drei Pfadtypen miteinander auftreten konnen, sind dies sieben. Da sich
Typ-2 und Typ-3-Pfade jeweils ausschlieflen, entfallen zwei dieser Moglichkei-
ten. Da wir zwischen dem Auftreten von einem und mehreren Typ-1-Pfadtypen
unterscheiden, miissen die Félle, in denen sie mit Typ-2 bzw. Typ-3-Pfaden auf-
tauchen, doppelt gezdhlt werden. Es kommen also noch zwei hinzu, insgesamt
also sieben. Uberpriifen wir, ob die fiinf Fille in Lemma 3.8 dies abdecken. Der
1. Fall deckt drei Moglichkeiten, der 2. Fall zwei M6glichkeiten, der 3. und 4. Fall
zusammen eine und der 5. Fall wiederum eine ab. Dies sind zusammen ebenfalls
sieben Moglichkeiten. In Fall 3 und 4 haben wir noch zwischen der Lange des
Pfades P unterschieden. Fiir Fall 1 und 5 macht dies keinen Sinn, da hier P
Observation den Baum nach oben propagiert. Ebenso miissen wir diese Unter-
scheidung in Fall 2 nicht treffen, da hier «’ nicht observiert ist. Eine Ubersicht
hieriiber ist in Tabelle 3.1 gegeben.

3.3.2 Traversierung der Schichten

Lemma 3.8 liefert die grundsétzliche Idee fiir einen Algorithmus zur Berechnung
einer kleinstmoglichen pds fiir einen Baum. Der vollstdndige Algorithmus ist in
Algorithmus 1 zu sehen.

Um die Knoten in Vg in Schichten L; einteilen zu konnen, verwenden wir
eine Variante der Breitensuche. Bei der gewthnlichen Breitensuche werden alle
Knoten mit Abstand & zur Wurzel vor jedem Knoten mit Abstand k + 1 oder
grofler entdeckt. In unserer Variante werden einfache Pfade w,p; ... pn,v, mit
d(u) > 2, 6(v) > 2 und 6(p;) = 2 fiir alle 1 < i < n, als Kante {u, v} betrachtet.
Hieraus folgt nun, dass alle Knoten aus Vj, die iiber einen Pfad mit & Knoten
aus Vg von r aus erreichbar sind, vor denen gefunden werden, die iiber einen
Pfad mit k£ + 1 oder mehr Knoten aus Vg erreichbar sind. Jedes Mal wenn wir
im Verlauf auf solch einen Knoten aus Vg treffen, wird er vorne in eine separate
Liste gestellt. Wenn wir nun diese Liste spéter von vorne abarbeiten, treffen wir
immer auf Knoten in L; bevor wir auf welche aus L;_; treffen.
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3.3.2. Traversierung der Schichten

Algorithm 1 Berechnet eine kleinstmogliche pds fiir einen Baum

Eingabe: Ein Baum G(V, E).

Ausgabe: Eine Menge P C V, so dass jeder Knoten observiert und |P| minimal

1

2.

ist.

. Lege ein Blatt als Wurzel r des Baumes fest.

Breitensuchvariante: Jedes Mal wenn ein Knoten v mit §(v) > 2 gefunden
wird, fiige ihn vorne in Liste L ein. Fiige alle Blétter in eine Liste U ein.

3. P—0

for all w € U do
follow(u,1)

end for
5. 1: while L # 0 do
2:  u <« L.pop
3:  if typecount[u,1]> 2 then {1. Fall}
4: P — PU{u}
5: follow (u,3)
6: end if
7. if typecount[u,2]>1 and typecount[u,3]=0 and typecount|u,1]<1
then {2. Fall}
8: follow(u,1)
9:  end if
10:  if typecount[u,3]>2 and typecount[u,1]=0 then {5. Fall}
11: follow (u,3)
12:  end if
13:  if typecount[u,3]>2 and typecount|u,1]=1 then {3. und 4. Fall}
14: if d(parent(u)) > 2 then {4. Fall}
15: follow(u,2)
16: else {3. Fall}
17: follow (u,1)
18: end if
19:  end if
20: end while
Prozedur:

follow(v,typ):

1:

2
3
4:
5
6
7

repeat

v « parent(v)
: until §(v) > 2 or parent(v) = ()
typecount|v,typl«typecount|v,typ]+1
. if parent(v) = 0 and (typ=1 or typ=2) then
: P—PU{v}
: end if
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3.4. Korrektheit und Laufzeit

No. T 1:T1yp;Typ_ =71 Typ2 | Typ-3 Fall
1 - - * - 3.8.2
2 - - - * 3.8.5
3 - - * * dquivalent zu No. 2
4 * - * - 3.8.2
5 N ) N n=0 n>0
3.83 384
6 * - * * dquivalent zu No. 5
7 - * - - 3.8.1
8 - * * - 3.8.1
9 - * - * 3.8.1
10 - * * * dquivalent zu No. 9

Tabelle 3.1: Die mdéglichen Kombinationen der Pfadtypen. Ein “x”-Zeichen be-
deutet, dass der entsprechende Pfad vorliegt, ein “-”-Zeichen, dass er fehlt.

Fiir jeden Knoten v in einer Schicht L; werden die drei Pfadtypen in einem
Array typecount|v, i], welcher mit v und ¢ € {1, 2,3} indiziert wird, gezihlt. Mit
der Prozedur parent() wird der eindeutige Elternknoten eines beliebigen Kno-
tens in einem Baum ermittelt. Die Prozedur follow(v,typ) verfolgt den einfachen
Pfad von v aus den Baum nach oben bis zu einem Knoten mit Grad grofler als
zwei in der direkt iiber v liegenden Schicht. Dort inkrementiert sie abhéngig
von dem Parameter typ den entsprechenden Zahler fiir die Pfadtypen mit dem
Befehl “typecount|v,typ] < typecount[v,typ]+1”. Falls aber typ=1 oder typ=2
und v = r gilt, so wird v in die pds hinzugenommen, da ein Typ-1 bzw. Typ-2-
Pfad noch observiert werden muss. In Punkt 5 wird jeder Fall aus Lemma 3.8
abgedeckt. Die Kommentare geben genau an welcher Fall in welcher Zeile be-
handelt wird.

Von der tiefsten Schicht beginnend, betrachtet der Algorithmus jeden Knoten
in den direkt aufeinander folgenden Schichten. Fiir jeden Knoten trifft einer der
5 Félle zu und jedes Mal fithren wir dann die entsprechenden Aktionen durch.
Jede dieser Aktionen versucht immer nur einen Knoten in die pds zu nehmen,
falls notig. Nur dann also, wenn es unmoglich ist, dass von einen Knoten in einer
hoéheren Schicht Observation zum aktuellen Knoten gelangen kann.

3.4 Korrektheit und Laufzeit

Fiir ein v € Vg sei parenty,, (v) der nichste Knoten aus Vi wenn man von v
aus Richtung Wurzel lauft.

Beobachtung 3.9. Nimmt der Algorithmus 1 einen Knoten u € L; in die
pds auf, so kann stattdessen parenty, (u) € L;—1 nicht hinzugenommen werden,
ohne dass T, teilweise nicht observiert wdre.

Beweis. Der Algorithmus fiigt einen Knoten in die pds, wenn in u mehr als ein
Typ-1-Pfad miindet. Wird parenty,, (u) stattdessen in die pds aufgenommen, ist
zwar der Pfad von parenty,, (u) nach u observiert. Da aber mehr als ein Typ-1-
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Pfad in » von unten miindet kann Regel G nicht auf u angewandt werden. Also
bleiben die Typ-1-Pfade unobserviert. O

Proposition 3.10. Algorithmus 1 berechnet eine optimale pds fiir einen Baum.

Beweis. Sei M C V die von Algorithmus 1 berechnete Menge fiir den Baum-
graphen G(V, E). Als erstes miissen wir zeigen, dass M eine pds ist. Fiir alle
u aus der Liste L wissen wir, dass im Laufe des Algorithmus observierte und
unobservierte Pfade dort von unten miinden. In Punkt 4 des Algorithmus wer-
den die Pfade von einem Blatt zu einem Knoten aus L, nach Beobachtung 3.7
als Typ-1-Pfade gekennzeichnet. Mit Lemma 3.8 wissen wir, dass es reicht die
unobservierten Pfade zu observieren, damit der Teilbaum T, unter dem aktuel-
len Knoten u observiert ist. Liegen nur observierte Pfade vor oder nehmen wir
u in die pds, so ist T, observiert. Es reicht sonst den Pfad P, der von u aus
zur néchsthéheren Schicht fiihrt, zu observieren, damit T, observiert ist. Sei P’
der Pfad von uw nach r. Fiir alle v € (P’ NVy) \ {u} gilt ebenfalls das bereits
erwihnte. Also wird entweder v der pds hinzugefiigt und Observation wird von
v nach u iiber P’ propagiert und P ist damit observiert, da P C P’ gilt. Oder
aber r kommt in die pds und das gleiche geschieht. Dies gilt insbesondere fiir
den Knoten in L;. Also ist M eine pds.

Nehmen wir an, es gibt M’ C V', M’ ist eine optimale pds fiir G, fiir alle m € M’
gilt 6(m) > 2 und es gilt |M'| < |M|. Seien Lq,..., L, die Schichten in die Vg
einteilbar ist. Dann gilt sowohl L, C M als auch L, C M'. Fiir M gilt dies, da
in Punkt 4 alle einfachen Pfade, die von einem v € L, zu einem Blatt fiithren,
bei v als Typ-1-Pfade gezéhlt werden. Beim betreten der While-Schleife trifft
dann fiir jeden dieser Knoten Bedingung 5.3 zu. Mit Beobachtung 3.3 kénnen
wir L,, € M’ annehmen. Im Weiteren nehmen wir an, dass r nicht in M ist.
Sonst 16schen wir r aus der pds, nehmen den einzigen Knoten in L; auf und
erhalten eine dquivalente gleich grofle pds wie M.

Wir wissen bereits, dass L,, " M = L,, " M’ gilt, wenn n der Index der tiefsten
Schicht ist. Wir wollen nun M’ in eine pds M’ umformen, sodass fiir alle aufein-
ander folgenden Schichten L; "M = L; N M" gilt, welches durch den folgenden
Hilfsalgorithmus erfolgt:

1. M"=M'

2. i—mn-—1
3. 1: while7 >0 do

2. ifdvel;NM" mitv¢gL; "M then
3 7 — parenty, (v)

4 if z € M” then

5: M" nicht optimal. exit.

6: else

7. M" = (M"\ {v}) U{z}

8 end if

9 end if

10 ifdvel;NMmitv¢gL;NM" then
11: M" ist keine pds. exit.

12:  end if

13: 1+—1—1
14: end while
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Wir wollen nun zeigen, dass Ly "M" = L, M fiir n > b > ¢ eine Invariante des
Hilfsalgorithmus ist. Fiir ¢ = n wissen wir dies bereits. Nehmen wir nun an fiir
ein i < n gilt selbiges. Erfiillen wir die Bedingung 3.2, aber 3.4 nicht, so ersetzen
wir v in M" durch parenty,, (v). Auf den Schichten L,, bis L;11 sind M und M"”
in diesem Moment identisch zueinander. In v miinden dann beziiglich M bzw.
M" die gleichen Pfadtypen von unten. Da v ¢ M gilt, bedeutet dies, dass T, iiber
den Pfad P” zwischen v und parenty,, (v) observierbar ist. Wenn nun in M"” der
Knoten u durch parenty,, (v) ersetzt wird, so ist P” observiert und somit auch
T,. Da am Knoten parenty,, (v) kein Pfad plstzlich unobserviert wird, bleibt
dort alles gleich und M” ist weiterhin eine pds. Danach wird die Invariante nicht
mehr durch v verletzt. In 3.4 kdnnen wir ein PMU von einem Knoten v € M”
nach parenty,, (v) verschieben und 7, ist immer noch observiert. Allerdings gilt
parent,,, (v) € M". Also hiitten wir die PMU auf v auch 16schen kénnen, anstatt
sie zu verschieben. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitidt von M".
Erfiillen wir Bedingung 3.10, so kann man v durch parenty,, (v) in M ersetzen.
Wieder sind M und M” auf den Schichten L,, bis L; 1 identisch. Da gilt v & M",
muss es gereicht haben, den Pfad zwischen v und parenty,, (v) zu observieren,
damit T, observiert ist. Also liefert die Ersetzung von v durch parenty, (v) in
M wieder eine giiltige pds. Dies ist aber ein Widerspruch zu Beobachtung 3.9.
Also kann 3.10 laut Voraussetzung nie eintreten.
Fiir alle v € L;, die 3.2 nicht erfiillen, gilt entweder v € M und v € M” oder v &
M und v ¢ M". Also gilt nun ebenfalls L; " M" = L; N M. Ist der Algorithmus
beendet, folgert man deswegen M" =J,_, ,LinM" =U,_, ,Li "M =M.
Somit haben wir |[M'| = |M"”| = |M| > |M'|. Ein Widerspruch.

O

Proposition 3.11. Algorithmus 1 besitzt eine Laufzeit von O(|V])

Beweis. Die Breitensuchvariante in Punkt zwei hat Laufzeit O(|V| + |E|) und
Punkt vier ist ebenfalls in dieser Zeit zu bewerkstelligen. In Punkt fiinf und
in der in jedem Durchlauf benutzten Prozedur follow taucht jeder Knoten und
jede Kante nur einmal in der Bearbeitung auf. Dies bené6tigt nicht mehr als
O(|V]| + |E|) Zeit. Der Rest braucht konstante Zeit. Da fiir einen Baum |E| =
[V| — 1 gilt, folgt eine Gesamtlaufzeit von O(|V]).

O

3.5 Vereinfachung des Algorithmus

Im bisher vorgestellten Algorithmus zur Lsung von PDS auf Bdumen, mussten
wir die observierten und unobservierten Pfade wahrend des Verfahrens unter-
scheiden. Je nachdem in welcher Kombination diese Pfade an einem Knoten aus
Vy auftauchen, miissen wir entscheiden, ob der Knoten observierend sein soll.
Wir kénnen diesen Aufwand verringern und stellen deshalb einen zweiten Algo-
rithmus vor, der PDS auf Baumen 16st. Dieser entscheidet ohne die Pfadtypen,
wann ein Knoten observierend sein muss und wendet wenn maoglich die Regel G
an. Hierzu verwenden wir eine Art Marke fiir jeden Knoten v, die durch obs(v)
reprisentiert wird. Sie driickt aus, ob eine Knoten bereits observiert ist oder
nicht.
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Algorithm 2 Berechnet eine kleinstmdogliche pds fiir einen Baum

Eingabe: Ein Baum G(V, E).

Ausgabe: Eine Menge P C V, so dass jeder Knoten observiert und |P| minimal
ist.

1. P« @

2: Fiige in L die Knoten geordnet nach ihrem absteigenden Abstand zur Wurzel
ein.

: for all w € L do
obs(u) « f.

end for

: while L # () do

v «— L.pop

if Jv1, vy € child(v) mit obs(v1) # t und obs(ve) # t then
obs(v) < t, P «— P U {v}, obs(parent(v)) « t.

10:  else if obs(v) =t und Yo' € child(v) gilt obs(v') =t then

11: obs(parent(v)) —t

12:  end if

13: end while

14: if obs(r) # t then

15 P~ PU{r}

16: end if

© PP Rew

Proposition 3.12. Algorithmus 2 berechnet eine pds fir einen Baum.

Beweis. Im Laufe des Algorithmus gibt es fiir den aktuellen Knoten v genau
drei Moglichkeiten beziiglich der Observation seiner Kinder:

1. v hat genau ein Kind u mit obs(u) = f.
2. v hat eine Teilmenge von Kinder {u1,...,ux}, k > 2 mit obs(u;) = f.
3. Fiir alle Kinder u von v gilt obs(u) = t.

Gilt Fall 1, dann kénnen wir einen Knoten weiter oben im Baum in die pds
nehmen, entweder den Vater von v oder einen, der noch néher an der Wurzel
liegt. Denn sind der Knoten v, der Vater von v und alle Kinder von v aufler u
observiert, wenden wir § auf v an womit u observiert ist. Der Algorithmus muss
hier also nichts tun und kann die Erweiterung der pds aufschieben.

In Fall 2 hat der Vaterknoten, falls er observierend ist, keinen Einfluss mehr auf
die unobservierten Kinder {uy, ..., u;}. Deshalb muss der Knoten v in die pds
genommen und der Vater kann als observiert markiert werden. Damit sind alle
Knoten u unter v observiert. Der Teilbaum 7, hat nun keinen Einfluss mehr
auf den Restgraphen und alle Marken der Knoten von T, kénnen implizit auf ¢
gesetzt werden.

In Fall 3 sind alle Kinder von v observiert. Hier unterscheiden wir zwei Un-
terfalle:

1. Es gilt obs(v) = f. Dann gilt fiir alle Kinder von v, dass es genau ein
Kind v" gibt mit obs(v’) = f. Gébe es ein Kind v mit Kindern ', «” mit
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3.5. Vereinfachung des Algorithmus

obs(u') = f und obs(u”) = f, dann wiirde u € S gelten und obs(v) =t
folgen. Gibt es ein Kind u von v, sodass fiir jedes Kind u’ von u obs(u') =t
gilt, folgt wiederum durch Regel § obs(v) = t. Damit alle Knoten unter
den Kindern von v observiert sind, reicht es dann v zu observieren. Dies
kann wiederum durch den Vater von v geschehen. Also muss hier die pds
noch nicht erweitert werden.

2. Es gilt obs(v) = t. Dann gilt fiir jedes Kind u entweder obs(u’) = t fiir
alle Kinder v’ von u oder es gibt maximal nur ein Kind v’ von u mit
obs(u') = f. Im letzteren Fall wird aber u' dadurch, dass obs(v) = t,
obs(u) = t und fiir alle anderen Kinder u” von w obs(u”) = t gilt, durch
Regel § angewandt auf u observiert. Dann sind jedoch alle Knoten unter
v observiert und ihre Marken sind implizit auf ¢ gesetzt. Jetzt miissen wir
nur noch Regel § auf v anwenden, weswegen wir dann obs(parent(v)) < t
setzen.

Kommt der Algorithmus zur Wurzel r und gilt dann obs(r) = f, dann muss r
in die pds aufgenommen werden, damit alle Vorfahren observiert sind. (|

Algorithmus 2 berechnet also eine pds. Nun geht es darum, dass diese pds
kleinstmoglich ist. Wir werden nun zeigen, dass die beiden Algorithmen fiir
Baume exakt die gleichen Mengen berechnen. Da wir von Algorithmus 1 wis-
sen, dass er eine kleinstmogliche pds berechnet, folgt hieraus dieses ebenso fiir
Algorithmus 2

Proposition 3.13. Algorithmus 2 berechnet in O(n) Zeit eine kleinstmdgliche
pds.

Beweis. Sei M die Losung, die Algorithmus 2 berechnet, und M’, die Losung
die Algorithmus 1 berechnet. Gilt » € M’, so ersetzen wir r durch den Knoten
in Ly und erhalten eine pds gleicher Gréfle. Wir wollen fiir alle Schichten L;
dann L; N M = L; N M’ zeigen. Klar ist auch, dass fiir alle m € M d(m) > 2
gilt. Denn es werden in Algorithmus 2 nur solche Knoten in die pds genommen,
die mindestens zwei unobservierte Kinder haben, und Knoten mit §(m) = 2
haben nur ein Kind. Klar ist auch L,, € M, denn die Knoten in L, sind die
ersten, die mindestens zwei unobservierte Kinder haben. Wie wir bereits wissen
gilt gleichfalls L,, C M’. Wir machen nun eine Induktion iiber die Schichten.
Es gibt also ein 7, sodass die Behauptung fiir L; mit n > j > i gilt. Zu zeigen
ist nun, dass sie ebenfalls fiir L;_; gilt. Sei nun v € L;. Es gibt zwei Moglich-
keiten wie unsere Behauptung beziiglich u verletzt werden kann. Die erste trifft
zu, wenn parenty, (u) € M’ und parenty, (u) ¢ M gelten. Dann muss mit
Beobachtung 3.9 aber parenty,, (u) € M gelten, da sonst M keine pds wire. Al-
so Widerspruch. Die zweite Moglichkeit trifft zu, wenn parenty,, (u) ¢ M’ und
parenty, (u) € M gelten. Dann muss parenty,, (u) =: s zwei Kinder «’, u” besit-
zen mit obs(u’) = f und obs(u”) = f und vor dem Zeitpunkt als s zu M hinzuge-
nommen wurde, galt obs(s) = f. Wenn wir u’ und u” jeweils denn Baum hinun-
ter folgen, so kénnen wir zwei Pfade Py = s,u/,q1...¢- und P, = s,u”, ¢} ...q
finden, sodass fiir alle ¢; und ¢}, mit 1 <4 <r und 1 < j <, dann obs(g;) = f
bzw. obs(q;) = f gilt und ¢, und ¢; obs(g.) =t bzw. obs(q;) = t geniigen. Da
P; und P, mindestens drei Knoten besitzen, folgt mit Lemma 3.6.1, dass sie
keine Typ-2-Pfade sein konnen. Da sie unobserviert sind, miissen sie dann aber
Typ-1-Pfade sein. Deshalb folgt dann parenty,, (u) € M’. Ein Widerspruch zur
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3.5. Vereinfachung des Algorithmus

Annahme. Also gilt die Behauptung nun fiir die Schicht L;_;. Also berechnet
Algorithmus 2 eine kleinstmégliche pds.

Um die Liste L aufzustellen miissen wir wieder eine Breitensuche machen. Da-
nach wird jeder Knoten zweimal betrachtet. Also ist die Laufzeit in O(n). O

Fiir Baume ergab sich letztlich ein recht einfacher Algorithmus. Es ist den-
noch recht schwierig den nicht lokalen Charakter von PDS in den Griff zu be-
kommen. Der Grund hierfiir ist die Regel §. Wir werden im néchsten Kapitel
erfahren, dass Kreise in einem Graphen zu grofien Schwierigkeiten fithren. In
diesem Fall tritt der nicht lokale Charakter von PDS noch deutlicher zu Ta-
ge als bei Baumen. Es wird ungleich schwerer aus lokalen Eigenschaften eines
Knotens etwas iiber die globale Observation zu sagen.
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Kapitel 4

Power Domination auf
Generalisierten
Series-Parallel Graphen

Im Folgenden wollen wir einen Linearzeit-Algorithmus zur Lésung von POWER
DOMINATING SET auf Generalisierten Series-Parallel Graphen entwickeln. Dazu
verwenden wir die allgemeine Entwurfsmethode zur Entwicklung von Algorith-
men fiir Series-Parallel Graphen aus K. Takamizawa et al. [20]. Als erstes wird
die Klasse der Generalisierten Series-Parallel Graphen vorgestellt.

4.1 Generalisierte Series-Parallel Graphen

Aus graphentopologischer Sicht ist ein Generalisierter Series-Parallel Graph ein
zusammenhéngender Graph, der keinen Teilgraphen besitzt der homeomorph
zum vollstdndigen Graphen auf vier Knoten Ky ist. Zwei Graphen G, G5 sind
homeomorph, falls G; aus G2 durch folgende zwei Operationen auf Knoten vom
Grad zwei entsteht:

1. Sei v € V und 6(v) = 2. Losche v und verbinde seine beiden Nachbarn mit
einer Kante.

2. Sei {a,b} € E. Losche {a,b} aus F und nimm Kanten {a, v}, {v, b} hinzu,
wobei v ein neuer Knoten ist.

Die Klasse der Generalisierten Series-Parallel Graphen enthélt die Klasse der
Baume und deswegen treten wir dadurch ein Stiick néher an allgemeine Gra-
phen heran. Ebenfalls ist jeder outerplanare Graph ein Generalisierter Series-
Parallel Graph. Nach Wald und Colburn [21] sind die Partial-2-Trees genau
die Graphen, die keinen Teilgraphen enthalten, der homeomorph zu K, ist.
Folglich sind Generalisierte Series-Parallel Graphen genau die Partial 2-Trees.
Die Partial-2-Trees sind aber (Bodlaender [6]) genau die Graphen mit Baum-
weite zweil. Folglich sind Generalisierte Series-Parallel Graphen ebenso genau
die Graphen mit Baumweite zwei. Weiter ist nach R. J. Duffin [8] die Klasse
der Generalisierten Series-Parallel Graphen dquivalent zu der Graphklasse, die
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4.1.1. Rekursive Definition

durch die folgende rekursive Definition entsteht. In dieser Definition besitzt je-
der Generalisierte Series-Parallel Graph zwei ausgezeichnete Knoten v und v,
die Terminale genannt werden. Die Notation hierfiir ist G(V, E, u, v).

4.1.1 Rekursive Definition

Definition 4.1. FEin Generalisierter Series-Parallel Graph (GSP-Graph) ist re-
kursiv wie folgt definiert:

1. Der vollstindige Graph Ko = ({u,v},{{u,v}}) ist ein Generalisierter
Series-Parallel Graph mit Terminalen v und v. Er ist der Basisgraph fiir
die Klasse der Generalisierten Series-Parallel Graphen.

2. Sind zwei Generalisierte Series-Parallel (GSP-) Graphen G1(V1, E1, u1,v1)
und Go(Va, Ea, us, v2) gegeben, dann ist der Graph G3, der durch Anwen-
dung einer der drei folgenden Regel auf G; und G5 entsteht, ebenfalls ein
Generalisierter Series-Parallel Graph:

(a) Series-1 Komposition (S1): Identifiziere die Knoten v; und wug, um
G3(V3, E3,u1,v92) zu erhalten:
G1(V1, Ev,u1,v1) Oy G2(Va, B2, us, v2) — Gs(Vs, B3, u1,v2)
(sieche Abb. 4.1(a))

(b) Series-2 Komposition (S2): Identifiziere die Knoten v; und wug, um
G3(‘/3, Es,uy,v1) (bZW G3(‘/3, FEs,uq, ’U,g)) zu erhalten:
G1(V1, Ev,u1,v1) ©s, G2(Va, B, us, v2) — G3(Vs, B3, u1,v1)
(siche Abb. 4.1(b))

(c) Parallele Komposition (P): Identifiziere die Knoten u; und ug, als
auch v; und vy, um Gs(Vs, Es, u1,v1) zu erhalten:
G1(V1, Er,u1,v1) ©p G2(Va, Bz, uz, v2) — G3(Va, E3,ui,v1).
Es wird angenommen, dass durch dieses Operation Mehrfachkanten
nicht erzeugt werden. (siehe Abb. 4.1(c))

3. Nur Graphen, die nach einer endlichen Anzahl von Series-1, Series-2 und
Parallelen Kompositionen erzeugt werden, sind Generalisierte Series-Parallel
Graphen

In diesem Kapitel stellen u und v immer die beiden Terminale eines GSP-
Graphen G(V, E,u,v) da. Besitzen u und v zusdtzlich noch einen Indez, also u;
und v;, so sind sie die Terminale des GSP-Graphen G;.

Falls die Konstruktionssequenz eines Graphen nicht die S2-Komposition
enthiélt, ist er ein Series-Parallel Graph (SP-Graph). Bezeichnen wir durch E(G)
alle Kanten in einem Graphen G, so kann F(G), falls G nach obiger Definiti-
on konstruiert wurde, in F(G1) und E(G2) partitioniert werden, wobei G1, G
ebenfalls Generalisierte Series-Parallel Graphen sind.

4.1.2 Parse-Trees

Die Struktur jedes Generalisierten Series-Parallel Graphen G kann durch einen
Parse-Tree beschrieben werden.
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V1 = U2
o e ws) 28
Gy Go G
V1 = U2
o) @ e )
Gy Go G
U2 V2
T a\ a7
(c) G Nd N G e/ v G L
NoNel-T L7 U =UP~___ -7 U1 =V2
ul rUl ~No_ _ - ~___=--

Abbildung 4.1: (a) Series-1 Komposition, (b) Series-2 Komposition, (c) Parallele
Komposition. Ausgefiillte Knoten kennzeichnen die Terminale.

Definition 4.2. Sei G ein GSP-Graph. Der Parse-Tree von G, bezeichnet durch
PT(Q), ist ein Bindrbaum in dem jeder Knoten einen Teilgraphen von G re-
prasentiert:

1. Jedes Blatt in PT(G) steht fiir eine Kante in G. Es besteht eine 1-zu-1-
Beziehung zwischen den Blittern von PT(G) und den Kanten von G.

2. Jeder innere Knoten von PT(G) hat ein Etikett S1, S2 oder P. Fin Kno-
ten uw mit dem FEtikett S1 (bzw. S2 oder P) reprdsentiert den Teilgraph
von G, der entsteht, wenn eine Series-1 (bzw. Series-2 oder Parallele)
Komposition auf die beiden Kinder von u angewendet wird.

3. Die Wurzel von PT(QG) reprdsentiert G selbst.

Es muss beachtet werden, dass ein GSP-Graph mehrere Parse-Trees haben
kann. Abbildung 4.2 zeigt einen GSP-Graphen mit zwei Parse-Trees. Ein Parse-
Tree PT(G) gibt also eine Sequenz von Regeln S1, S2, und P auf E an, durch die
G konstruiert werden kann. Es gibt einen Algorithmus in [20, 16] der einen Parse-
Tree PT(G) von G in linearer Zeit aufbauen kann. Mit Hilfe der Parse-Tree-
Struktur werden wir einen effizienten Algorithmus konstruieren, um POWER
DOMINATING SET auf GSP-Graphen zu losen.

4.2 Domination auf Generalisierten Series-Parallel
Graphen

Der Algorithmus mit dem wir dieses Problem 16sen wollen, stellt eine Art Dy-
namic Programming auf dem Parse-Tree des Graphen dar. Diese generelle Ent-
wurfsmethode zur Entwicklung von Algorithmen fiir Series-Parallel Graphen
wurde in [20] von K. Takamizawa et al. vorgestellt. T. Kikuno, N. Yoshida und
Y. Kakuda verwenden diese Methode in [13] um einen Linearzeit-Algorithmus
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4.2.1. Ein Algorithmus fiir DOMINATING SET

(b) (c)

Abbildung 4.2: (a) GSP-Graph G und zwei Parse-Trees (b) und (c) von G.

fiir DOMINATING SET auf Series-Parallel Graphen zu entwickeln. Ausgehend
von diesem Algorithmus wollen wir einen weiteren Algorithmus entwickeln, um
POWER DOMINATING SET zu l6sen.

4.2.1 Ein Algorithmus fiir DOMINATING SET

Der Algorithmus aus [13] benutzt das Dynamic-Programming-Paradigma der-
art, dass fiir einen GSP-Graph Gj3, der durch die Komposition von zwei GSP-
Graphen G1, G entsteht, die optimale Losung aus Teillésungen fiir G; und Go
berechnet wird. Ein wichtiges Konzept hierbei ist der Begriff des Terminalzu-
standes. Sei G(V, E,u,v) ein SP-Graph und G'(V', E’; v/, v’) ist ein Subgraph
von G, der zu einem inneren Knoten von PT(G) korrespondiert. Nehmen wir
nun an, wir haben bereits eine kleinstmogliche Dominating Set D fiir G. Dann
unterscheiden wir drei Arten, wie ein Terminal v’ bzw. v’ in G’ dominiert wird:

1. Zustand I: «’ € D.
2. Zustand II: Es gibt d € D NV’, welches das Terminal v’ dominiert.
3. Zustand IIT: Es gibt d € DN (V' \ V'), welches ' dominiert.

In einem Initialisierungsschritt wird eine Kante unter der Prémisse betrach-
tet, dass an den Terminalen einer der drei Zustdnde herrscht. Fiir jede dieser
neun Kombinationen aus Terminalzustdnden wird eine kleinstmogliche Domi-
nating Set bestimmt. Dann wird der Parse-Tree PT(G) auf Bottom-Up-Weise
traversiert. Fiir jeden Graphen zu einem inneren Knoten werden wieder neun
kleinstmogliche Losungen, jeweils eine fiir alle Kombinationen aus Terminal-
zustdnden, aus den Losungen der Kinder berechnet. Sind wir dann an der Wurzel
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von PT'(G) angelangt, so kénnen wir die Losung fiir G bestimmen. Wir betrach-
ten nun alle Losungen fiir G, sodass an den Terminalen einer der Zusténde I
oder IT herrscht. Die Moglichkeiten in denen ein Terminal Zustand III besitzt,
sind nicht relevant. Denn in diesem Fall ist das Terminal nicht dominiert. Die
kleinstmogliche Losung hieraus ist die kleinstmogliche Dominating Set fiir G.

4.2.2 Domination versus Power Domination

Eine wichtige Eigenschaft einer Dominating Set ist ihre Lokalitdt. Fiir jeden
Knoten wissen wir, dass entweder er selbst oder einer seiner Nachbarn in einer
kleinstmoglichen Dominating Set enthalten sein muss. Eine Power Dominating
Set besitzt diese Eigenschaft aufgrund von Regel G nicht. Es ist moglich, dass
ein Knoten observiert ist, obwohl weder er selbst noch einer seiner Nachbarn
in der Power Dominating Set enthalten ist. Versuchen wir nun den oben ange-
sprochenen Algorithmus fiir DOMINATING SET auf POWER DOMINATING SET
zu iibertragen, so wird schnell klar, dass die drei Terminalzusténde nicht ausrei-
chen. In keinem der drei Terminalzustdnde findet Regel G ihre Entsprechung. Ei-
ne Idee, die sich sofort aufdréingt, ist, dass wir einfach weitere Terminalzusténde
einfiihren. Diese miissen ausdriicken, dass ein Terminalknoten u’ durch Regel
G, angewendet auf einen Nachbarknoten, observiert werden kann. Dieser Nach-
barknoten kann sowohl innerhalb als auch auflerhalb des Teil-Series-Parallel
Graphen liegen, in dem u’ Terminal ist. Sei also D eine Power Dominating Set,
so erginzen wir die Terminalzustdnde aus Abschnitt 4.2.1 um zwei weitere:

4. Zustand IV: Es gibt w € V', so dass v’ mit Regel § angewendet auf w
observiert wird.

5. Zustand V: Es gibt w € V' \ V', so dass «’ mit Regel § angewendet auf w
observiert wird.

Diese Ergénzungen treffen aber leider nicht den Kern des Problems. Betrachten
wir die beiden Series-Parallel Graphen in Abbildung 4.3.

O O
o & —® OpuORnO
O ON
u h v u @ v
' .\—/. ' ' \Q—/ ’
3 b)
Abbildung 4.3: In a) und b) sind jeweils zwei Series-Parallel Graphen zu sehen.

Die umrandeten Knoten sind observiert.

In Abbildung 4.3 a) sind zwei Series-Parallel Graphen zu sehen. Im obe-
ren Graph sind schon teilweise Knoten observiert. Wir wollen nun sehen, was
beziiglich Observation geschieht, wenn wir v mit v’ und v mit v’ identifizieren.
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Der Nachbar von v = v’ im unteren Graphen wird sofort mit Regel G observiert.
Observation pflanzt sich mittels Regel G iiber den ganzen unteren Graphen fort
und am Ende ist sogar der ganze obere Graph observiert.

Wenn wir in b) die gleichen Knotenidentifikationen vornehmen, ist das Ver-
halten beziiglich Observation aber vollkommen verschieden. Da v = v’ noch
einen zusétzlichen unobservierten Knoten im oberen Graph besitzt, kann Regel
G nicht auf v = v’ angewendet werden. Somit bleibt der Nachbar von u© = «’ im
unteren Graph unobserviert. Insgesamt wird durch die P-Komposition kein wei-
terer Knoten observiert. Sowohl in a) als auch in b) konnen wir dem Terminal v
den Zustand V zuordnen, da es von innerhalb mit G observiert wird. Damit die
Zusténde ausreichen, miissen sie einen gewissen Grad an Abstraktion bieten.
Es muss also nur anhand des Zustands entscheidbar sein, wie sich eine Kom-
position zweier GSP-Graphen auf deren Observation auswirkt. Aber im oberen
Fall haben wir verschiedenes Observationsverhalten beobachten kénnen, obwohl
an v der gleiche Zustand sowohl in a) als auch in b) herrschte und der untere
Graph beide Male derselbe war. Der letztliche Grund fiir das unterschiedliche
Verhalten in b) ist ein zusétzlicher unobservierter Knoten innerhalb des oberen
Graphen. Es handelte sich also um einen Teil der inneren Struktur des Graphen.
Dies ist der Hauptunterschied von POWER DOMINATING SET zu DOMINATING
SET. Bei DS spielt die innere Struktur keine Rolle. Denn zwei Graphen, die
miteinander komponiert werden, kénnen sich gegenseitig nur an den Termina-
len beeinflussen. POWER DOMINATING SET ist da viel komplexer. Hier werden
auch Knoten innerhalb der beiden Kompositionskomponenten mittels Regel G
beeinflusst.

4.3 Giiltige Ausrichtungen

In diesem Abschnitt werden wir ein neues graphentheoretisches Konstrukt, die
Giiltige Ausrichtung, kennen lernen. Giiltige Ausrichtung und POWER DowmiI-
NATING SET stehen in enger Verwandtschaft, wie wir im Weiteren sehen werden.
Dieses neue Konstrukt wird uns helfen zu entscheiden, welche Information iiber
die innere Struktur eines Graphen relevant zur Berechnung einer Power Domi-
nating Set ist. Insbesondere kénnen wir Power Domination beziiglich der Regel
G feingranularer betrachten. Es ist ndmlich moglich, dass ein Graph durch eine
Knotenmenge observiert wird, dies aber durch unterschiedliche Abfolgen von
Regel-G-Anwendungen geschieht. Betrachten wir hierzu Abbildung 4.4. Wir se-

a) b) o)

Abbildung 4.4: Ein Graph und 3 Moéglichkeiten ihn durch verschiedene Regel-
G-Anwendungen zu observieren. Eine gerichtete Kante (u,v) bedeutet, dass v
durch Regel § auf u angewendet observiert wird, falls u nicht observierend ist.
Falls u observierend ist, bedeutet es, dass v durch Regel L auf u angewendet,
observiert wird.
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hen die durch gerichtete Kanten kenntlich gemachten Anwendungen der globa-
len und lokalen Regeln. In Bezug auf Power Domination kénnen wir diese drei
Objekte nicht unterscheiden. Innerhalb des Konzepts der Giiltigen Ausrichtung
sind diese aber klar voneinander verschieden. In anderen Worten ausgedriickt:
Power Domination sagt uns nur, ob ein Graph observiert ist oder nicht. Die
Giiltige Ausrichtung enthélt dariiber hinaus auch noch Informationen, wie ein
Graph observiert wird.

4.3.1 Eine neue Beschreibung von Power Domination

Wir wollen nun in das Konzept der Giiltigen Ausrichtung einfithren. Dies werden
wir schrittweise iiber mehrere Definitionen tun.

Ausrichtungen

Eine Ausrichtung entsteht einfach dadurch, dass man in einem bestehenden
Graphen die Kanten folgendermaflen ausrichtet.

Definition 4.3. Sei G(V, E) ein Graph. Eine Ausrichtung R(V,F) fir G ist
ein gerichteter Graph, so dass fir alle e = {u,v} € E entweder (u,v) € F und
(v,u) € F oder (u,v),(v,u) € F gilt und es fir alle (u,v) € F eine Kante
{u,v} € E gibt. Wir partitionieren F in zwei Mengen F, und Fy, so dass gilt:
F, = {(UJ)) I (u7v) € F, (v,u) gF} Fy = {(u,v) | (u7v>7(v>u) € F}

Gilt fiir eine Kante {u,v} € E, dass (u,v) in Fy, ist, so gibt es keine wei-
tere Kante (v,u) € F. Die Kante {u,v} wurde also nur einmal ausgerichtet
(unidirected). Gilt aber (u,v) € Fp, so gibt es auch (v,u) € F, {u,v} ist also in
beide Richtungen ausgerichtet worden (bidirected). Figurativ bedeutet in einer
Ausrichtung eine Kante (u,v) € Fy, dass v durch die Anwendung von Regel G
auf u observiert wird, falls u nicht observierend ist. Sonst ist die Bedeutung,
dass Observation durch eine Anwendung von L erfolgt. Ein Pfad aus solchen
Kanten stellt dann ein Abfolge von Regel-G-Anwendungen dar. Dies fithrt zur
néchsten Definition.

Definition 4.4. Ein gerichteter Pfad P = (v1,...,vg) in einer Ausrichtung
R(V, F) ist ein Observationspfad, falls fir allei € {1,...,k—1} gilt (vi,vit1) €
F,.

Betrachten wir nun einen Observationspfad P = (v1,...,v;). Dann steht
der Observationspfad P dafiir, dass vy mit Regel G ’transitiv’ angewendet auf
v1 observiert wird. Dies heift fir alle ¢ € {1,...,k — 1} wird v;+1 mit Regel

G angewendet auf v; observiert. Ein Knoten v auf dem Observationspfad ist
beziiglich Observation also von seinen Vorgéngern abhéngig.

Die Kanten in F),, werden im Weiteren von besonderer Wichtigkeit sein. Deswe-
gen definieren wir:
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Definition 4.5. Sei R(V, F) eine Ausrichtung und A C V. R(V,F) ist eine
Ausrichtung beziiglich A wenn folgende Punkte erfillt sind:

1. Fir alle v € V gilt: indegp,(v) =0 < v € A.
2. Fir allev e V\ A gilt indegr, (v) =1 und outdegr, (v) < 1.

3. Fir allev € V' \ A gibt es einen Observationspfad P = (a,w1,...,wq,v)
mit a € A und wi,...,wy ¢ A.

Wir nennen A Bezugsmenge.

Eine beispielhafte Ausrichtung beziiglich einer Knotenmenge sehen wir in
den Abbildungen 4.5 und 4.6 b), ¢). Wenn wir die Observationspfade als die
transitive Anwendung der Regel G verstehen, so sind die Startknoten quasi die
Quellen der Observation. Dies sollen hier genau die Knoten in der Bezugsmenge
A sein, welches in Definition 4.5 gerade dadurch festgelegt wird, dass es keine
Kanten (v, a) mit a € A gibt. Schlagen wir nun einen Bogen zu Power Dominati-
on, so wire dort A die Menge der observierenden Knoten. Wenn wir verlangen,
dass auflerdem jeder Knoten auf einem Observationspfad liegt, so heif3t dies fiir
Power Domination, dass jeder Knoten observiert sein soll. Da jeder Knoten nur
einmal mittels Regel § observiert werden kann, wollen wir, dass jeder Knoten
aus V'\ A nur auf einem Observationspfad liegt. Dies erreichen wir mit der Be-
schrankung der inzidenten Kanten aus F, wie wir in folgender Beobachtung
sehen werden.

Beobachtung 4.6. Fir zwei Observationspfade P;, Pj, Py # Pj, in einer Aus-
richtung R(V, F) beziiglich A C'V gilt folgendes

1. P; und P; haben hichstens einen Knoten gemeinsam.
2. Ausv € P; undv € P; folgt v e A.
3. Es gibt keinen gerichteten Kreis, der nur aus Kanten aus F, besteht.

Beweis. Betrachten wir einen Knoten u mit v € P; und v € P;. Dann kann
nur entweder indegp, (u) > 1 oder outdegr,(u) > 1 oder beides gelten. In ei-
ner Ausrichtung beziiglich A kann es laut Definition 4.5 keinen Knoten mit
indegp, (u) > 1 geben. Gilt outdegr, (u) > 1, so folgt u € A. Fiir jeden weiteren
Knoten @ mit o € P; und @ € P; folgt wiederum @ € A. Da jeder Observati-
onspfad aber nur einen Knoten aus A enthilt, gilt v = 4. Somit sind 1 und 2
bewiesen.

Liegt u auf einem gerichteten Kreis, der nur aus Kanten aus F,, besteht, so gilt
indegr,(u) = 1 und outdegr, (u) = 1. Dann kann u aber auf keinem Observati-
onspfad mehr liegen. Widerspruch. |

Wenn nun die Kanten aus F,, als Regel-G-Anwendungen zu verstehen sind,
die Bezugsmenge A die observierenden Knoten darstellen soll und jeder Knoten
auf einem Observationspfad liegt, dann kénnte man doch annehmen, dass A eine
Power Dominating Set ist. Versuchen wir allerdings in Abbildung 4.6 beziiglich
der Ausrichtungen b) und ¢) die Menge der observierten Knoten zu berechnen,
so sehen wir, dass nur in c¢) alle Knoten observiert werden. Wir sind also noch
nicht ganz am Ziel angelangt.
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Giiltige Ausrichtungen

Die oben angesprochene Problematik lédsst sich folgendermaflen erkldren. Wenn
eine Kante (u,v) € F, eine Regel-G-Anwendung darstellt, so kann diese Regel
nur angewendet werden, wenn alle Nachbarn von u auler v bereits observiert
sind. Betrachte hierzu Abbildung 4.5.

[ J
(%] /
[0 —o -
(%1 (%) U3 V4

Abbildung 4.5: Eine Ausrichtung beziiglich {v }.

Hier kann v4 nur durch § observiert werden, wenn zuvor auch vz, vs und
vg observiert sind. Der Knoten vg liegt auf dem gleichen Observationspfad wie
vg. Und da vq vor vg im Observationspfad liegt, ist vg nur observiert, wenn
vy observiert ist. Wir sehen sofort, dass die Abhéngigkeit zwischen v, und vg
nicht auflésbar ist. Dies ist auch nicht verwunderlich, wenn wir die Konstellation
im Hinblick auf Power Domination betrachten. Es ist ganz klar, dass die Be-
zugsmenge {v1} keine Power Dominating Set ist. Aufgrund dieses Sachverhalts
brauchen wir noch folgende Begrifflichkeiten.

Definition 4.7. Ein alternierender Kreis in einer Ausrichtung R(V, F) ist ein
gerichteter Kreis in dem keine zwei Kanten aus Fy inzident sind und kein Kno-
ten aus der Bezugsmenge ist.

Definition 4.8. Fine Ausrichtung R(V, F) beziiglich A C V st eine Giiltige
Ausrichtung (GA) beziiglich A, falls sie keinen alternierenden Kreis enthilt.

) b) )

Abbildung 4.6: In a) ist ein Graph G(V, E) gegeben. In b) wird eine Ausrichtung
fiir G gezeigt, die keine Giiltige Ausrichtung ist. Der alternierende Kreis ist durch

gepunktete Kanten deutlich gemacht. Bild c) zeigt eine Giiltige Ausrichtung fiir
G.

Zum besseren Verstédndnis betrachten wir Abbildung 4.6. Dort sehen wir zu
einem Graphen zwei Ausrichtungen. Die erste ist keine Giiltige Ausrichtung,
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4.3.2. Aquivalenz von POWER DOMINATING SET und Giiltiger Ausrichtung

da sie einen alternierenden Kreis besitzt, und die zweite ist eine Giiltige Aus-
richtung. Ein alternierender Kreis stellt also eine gegenseitige, nicht auflésbare
Abhéngigkeit der Knoten in Bezug auf G dar.

4.3.2 Aquivalenz von POWER DOMINATING SET und Giilti-
ger Ausrichtung

Jetzt wollen wir die Gleichartigkeit von Power Domination und Giiltiger Aus-
richtung beweisen. Dies soll bedeuten, dass es eine Power Dominating Set P fiir
einen Graphen genau dann gibt, wenn eine Giiltige Ausrichtung beziiglich P
existiert.

Proposition 4.9. Sei G(V, E) ein Graph und P C V.
P ist eine Power Dominating Set = FEs existiert eine Giiltige Ausrichtung

R(V, F) beziiglich P fiir G.
Beweis. Wir wenden als erstes folgendes Verfahren auf G an:
1. OV=P,F,=0.

2. Solange es v € N(p) mit p € P, v & OV gibt, setze F,, = F, U {(p,v)},
OV =0V U {v}.

3. Solange es v € OV, uw € V\ OV mit v € N(v) und N[v] \ {u} C OV gibt,
setze Fy, = F, U{(v,u)}, OV = OV U {u}.

4. F, = {(a,b),(b,a) | {a,b} € E,(a,b) € F, oder (b,a) & F,}.

Wir wollen jetzt im Folgenden zeigen, dass R(V, F, U F}) eine Giiltige Ausrich-
tung beziiglich P fiir G ist. Dass R(V, F, U F}) eine Ausrichtung ist, ist klar.
Wir beweisen nun, dass R auch eine Ausrichtung beziiglich P ist, indem wir die
Punkte aus Definition 4.5 nachweisen. Beziiglich des Verfahrens sei Folgendes
bemerkt: Unter Punkt 1 und 2 wird nichts anderes getan als Regel L anzuwen-
den, und Regel G findet ihre Entsprechung in Punkt 3.

1. Es werden Kanten {u, v} immer nur ausgerichtet, also (u,v) zu F,, hinzu-

genommen, wenn v € OV und v ¢ OV gilt. Da von Anfang an P C OV
gilt, wird nie eine Kante so ausgerichtet, dass sie auf ein p € P zeigt. Also
folgt: v € P = indegp, (v) = 0.
Da P eine pds ist und das Verfahren nur die Anwendung von L und §
darstellt, muss am Ende des Verfahrens jeder Knoten v € V' auch in OV
enthalten sein. Ein Knoten v € V' \ P wird entweder in Punkt 2 oder
3 nach OV iibernommen. Gleichzeitig wird aber auch eine Kante (u,v)
nach F, iibernommen. Also gilt indegp, (v) > 1. Folglich muss gelten:
indegp,(v) =0=v € P.

2. Wir wissen bereits, dass indegp, (v) > 1 fiir alle v € V'\ P gilt. Im selben
Moment wie die erste Kante (u,v) mit v als Endknoten nach F, iiber-
nommen wird, wird v nach OV iibernommen. Fiir alle Knoten v € OV
gilt aber, dass nie wieder eine Kante (@, ?) mit ¢ als Endknoten nach F,
iibernommen wird. Also gilt indegp, (v) = 1.

Betrachte v € V' \ P zum ersten Zeitpunkt wenn eine Kante {v,u} als
gerichtete Kante (v, u) nach F, iibernommen wird. Fiir alle ¢ € N[v]\ {u}
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4.3.2. Aquivalenz von POWER DOMINATING SET und Giiltiger Ausrichtung

gilt ¢ € OV. Also muss es bereits eine Kante (I, q) € F,, mit [ # v geben.
Da indegp, (q) = 1 gilt, wird es keine Kante (v,q) € F,, geben. Folglich
outdegp, (v) < 1.

3. Da fiir alle v € V\ P, indegp, (v) = 1 gilt, kann man von v aus die Kanten
aus F, in entgegengesetzter Richtung eindeutig verfolgen. Treffen wir auf
diese Weise auf einen Knoten, den wir schon einmal betrachtet haben, so
kann dieser nicht in der Bezugsmenge P enthalten sein und wir haben einen
Kreis gefunden, der nur aus Kanten aus F;, besteht. Dies kann aber nicht
sein, da wir sonst eine Kante (v, u) nach F;, iibernommen haben, obwohl
u € OV gilt. Also miissen wir auf einen Knoten a mit indegr, (a) = 0
treffen. Dann gilt a« € P und wir haben einen Observationspfad zwischen
a und v gefunden.

Jetzt wissen wir, dass R(V, F,, U F},) eine Ausrichtung beziiglich P ist. Damit R
eine Giiltige Ausrichtung beziiglich P ist, miissen wir noch nachweisen, dass es
keinen alternierenden Kreis in R gibt. Um dies zu bewerkstelligen nehmen wir
eine Beobachtung vor, die wir im Weiteren benutzen wollen. Im obigen Verfahren
fiigen wir der Menge OV schrittweise weitere Knoten aus V' '\ OV hinzu. Wir
nummerieren nun die Schritte, in denen Knoten nach OV kommen. Wir fithren
hierzu Variablen ¢, fiir alle v € V ein. Die Variable ¢, gibt nun an, in welchem
Schritt ein Knoten nach OV iibernommen wurde.

Beobachtung 4.10. Seiv ¢ P
1. Fiir alle (v,u) € F,, gilt t, < t,
2. Fir alle (v,u) € Fy, und (v, 2),(z,v) € Fy, gilt t, <,

Beweis der Beobachtung:. Der Knoten u wurde in Punkt 3 des Verfahrens nach
OV dadurch iitbernommen, dass zuvor N[v]\ {u} C OV galt. Insbesondere galt
zu diesem Zeitpunkt bereits v, z € OV und deshalb folgt ¢, < t, und t, < t,. O

Um einen Widerspruch zu provozieren nehmen wir nun an, R(V, F, UF,,) be-
sitzt einen alternierenden Kreis C' = v, ..., v;. Der alternierende Kreis C' kann
als eine Aufeinanderfolge von Abschnitten aus Observationspfaden P;, welche
immer durch exakt eine Kante aus F} getrennt sind, aufgefasst werden, siehe
Abbildung 4.7. Also gilt C = Py,..., Ps. Fir alle P, = (v;y, . .. ,vini) kénnen
wir mit Beobachtung 4.10 t,, < ... <'t,, schlieflen. Fiir zwei aufeinander
folgende Observationspfade P;, P41 schliefen wir mit Beobachtung 4.10, wenn
Vi, der Endknoten von P; und v;yi, der zweite Knoten von Pj;; ist, dass
tv,, < tu,,, gelten muss. Ist dann aber v; 0.B.d.A. kein Anfangsknoten von
P, so folgt hieraus t,, < t,, obwohl vy = v; gilt. Ein Widerspruch, R(V, F,UF,)
enthélt doch keinen alternierenden Kreis und ist folglich eine Giiltige Ausrich-
tung beziiglich P. |

Nun beweisen wir die Umkehrung der letzten Proposition.

Proposition 4.11. Sei G(V, E) ein Graph.
R(V, F) ist beziiglich A C'V eine Giiltige Ausrichtung fiir G = A ist eine Power
Dominating Set fir G.
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Abbildung 4.7: Ein alternierender Kreis ist eine Abfolge von Observationspfa-
den.

ﬂy,

Beweis. Um diese Proposition zu beweisen brauchen wir ein Verfahren, welches
dem aus Proposition 4.9 dhnelt.

1. OV = Ng[A]

2. Solange es u € V'\ OV gibt mit (v,u) € Fy, und Ng[v] \ {u} C OV,
dann OV = OV U {u}.

Dieses Verfahren entspricht in Punkt 1 der Regel L. Der Punkt 2 ist prinzipi-
ell, bis auf eine kleine Einschréinkung, die Anwendung von Regel §. Damit ein
Knoten u in Punkt 2 nach OV hinzugenommen wird, muss fiir einen Nachbarn
v erstens N[v]\ {u} C OV und zweitens zusétzlich noch (v,u) € F,, gelten. Aus
diesem Grund ist klar, dass wenn das Verfahren beendet ist und OV =V gilt,
A eine Power Dominating Set ist.

Wir verwenden wiederum einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an, das Ver-
fahren hilt an und es gilt OV # V. Dann gilt fiir einen Knoten u € OV
entweder N[u] C OV oder |[N[u] N (V \ OV)| > 1. Unmoglich hingegen ist der
Fall |[N[u] N (V \ OV)| = 1, da sonst das Verfahren einen weiteren Schritt in
Punkt 2 unternehmen kann. Sei u; € OV ein Knoten, fiir den Letzteres gilt.
Seien v1, 21 € Nui]N(V\OV). Da Punkt 2 auf u; nicht anwendbar ist, kénnen
wir (u1,v1) € F,, annehmen, siehe Abbildung 4.8.

Seien Py, ..., P, alle Observationspfade in R(V, F'). Gelte dann 0.B.d.A. uy,v; €
P und z; € P». Folgen wir von z; aus P» in entgegengesetzter Richtung, so
stoflen wir, da z; ¢ OV, auf ein uy € OV, so dass |[N[ug] N (V\ OV)| > 1
gilt. |Nfuz] N (V' \ OV)| = 1 kann wieder nicht sein, da sonst das Verfahren in
Punkt 2 einen weiteren Schritt unternehmen kann. Dann gibt es wieder Knoten
va, 22 € N[ug] N (V'\ OV) mit (ug,v2) € F, und 0.B.d.A. 29 € Ps.

Die gleiche Konstellation haben wir schon in Bezug auf Knoten u; beobach-
tet. Wir setzen also dieses Prozedere fort. Da der Graph R endlich ist, miissen
wir irgendwann auf einen Observationspfad P stoflen, den wir bereits betrach-
tet haben. Genauer gesagt befinden wir uns in folgender Situation: u; € OV,
u; € P; mit |N[’u]] n (V \ OV)| >1,vj,2; € N[’u]] n (V \ OV), (’U,j,’Uj) e F,,
z; € Py und es gilt s < j.
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Die Knoten vg und zp_; liegen immer auf dem Observationspfad Pg.

Mit vy — zx_1 meinen wir nun die Knoten, die zwischen diesen beiden Knoten
auf Py liegen.

Jetzt haben wir aber in der obigen Situation einen alternierenden Kreis C' ge-
funden:

C= (Zjvujavj = 21, U1, Vj1 e = 21, Ush 1, Vs gl — Zs, Us, Vs — Z5)

Abbildung 4.8 verdeutlicht diesen Sachverhalt an einem Beispiel. Die Existenz
von C steht aber im Widerspruch dazu, dass R(V, F') eine Giiltige Ausrichtung
beziiglich A ist. Folglich ist A dann eine pds. O

Abbildung 4.8: In a) sind die Knoten in OV # V nach Beendigung des Verfah-

rens und in b) der alternierende Kreis, der dann zu finden ist, zu sehen.

Mit den beiden Propositionen 4.9 und 4.11 folgern wir die néchste Aussage.

Theorem 4.12. Sei G(V, E) ein Graph und P CV dann gilt
P ist eine Power Dominating Set <= Es gibt eine Giiltige Ausrichtung R(V, F)
beziiglich P fir G.

Hieraus schlieflen wir, dass die Ermittlung einer Power Dominating Set fiir
einen Graphen G(V, E) dquivalent dazu ist, eine Giiltige Ausrichtung beziiglich
einer kleinstmoglichen Bezugsmenge A C V' zu finden. Ein entscheidender Vor-
teil hierbei ergibt sich, wenn man einen Dynamic-Programming-Ansatz verfolgt.
Denn hat man eine Losung fiir ein Teilproblem, so ist es wichtig zu wissen, auf
welche Art man sie in einer Losung fiir das Gesamtproblem verwenden kann. Im
Falle der Giiltigen Ausrichtung ist es sofort ersichtlich wie man eine Teillosung
verwendet. Zwei Teillosungen auf verschiedenen Subgraphen von G kénnen mit-
einander kombiniert werden, wenn dadurch die Anforderungen an eine Giilti-
ge Ausrichtung nicht verletzt werden. Es darf insbesonders kein alternierender
Kreis entstehen.

Wir vertreten aulerdem den Standpunkt, dass zu einer Power Dominating Set
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auch die Art und Weise der Regel-G-Anwendung gehoren. Also quasi die An-
gabe wer von wem observiert wird. Wenn wir dann beziiglich einer Power Do-
minating Set P alle moglichen Giiltigen Ausrichtungen beziiglich P angeben,
so ist P vollkommen charakterisiert. Denn eine Giiltige Ausrichtung macht die
Abhéngigkeiten beziiglich Observation sichtbar.

4.4 Ein Linearzeit-Algorithmus

Um PowER DOMINATING SET fiir GSP-Graphen zu 16sen, betrachten wir ab
hier nur noch das dquivalente Problem eine Giiltige Ausrichtung mit kleinstmogli-
cher Bezugsmenge zu finden. Genauer gesagt wollen wir folgendes Problem l6sen:

GULTIGE AUSRICHTUNG MIT
KLEINSTMOGLICHER BEZUGSMENGE (GAKB)
Eingabe: Ein Graph G(V, E).
Ziel: Eine Menge A, so dass eine Giiltige Ausrichtung fiir G beziiglich
A existiert und |A| kleinstmoglich ist.

4.4.1 Terminale in einer Giiltigen Ausrichtung

Wir versuchen nun einen dhnlichen Algorithmus, wie in Abschnitt 4.2.1 be-
schrieben, zu entwickeln um GAKB auf GSP-Graphen zu 16sen. Die Grundidee
war hierbei einen Dynamic-Programming-Ansatz auf dem Parse-Tree zu verfol-
gen. Fiir jeweils beide Kinder eines inneren Knotens des Parse-Trees berechnen
wir alle relevanten Losungen. Durch Terminalidentifikation wollen wir aus diesen
die relevanten Losungen des inneren Knoten generieren. Wir wollen das Konzept
der Terminalzustéinde adaptieren. Welche Terminalzusténde miissen wir also fiir
GAKB unterscheiden? Wir wollen einfach die verschiedenen Terminalzustéinde
eines Terminals v in einer GA durch indegp, (v) und outdegr, (v) unterscheiden:

1. indegp,(v) = 1 und outdegr, (v) =0
2. indegr, (v) = 1 und outdegr, (v) =1
3. indegp, (v) = 0 und outdegp, (v) >0

Aufgrund der Definition 4.5 sind keine anderen Mdoglichkeiten fiir die Knoten-
grade der Terminale beziiglich F,, in einer Giiltigen Ausrichtung vorhanden. Wir
schlieflen in Fall 3, dass v in der Bezugsmenge enthalten sein muss.

Wenn wir eine optimale Losung fiir einen Graphen G3 kennen, miissen wir uns
fragen, wie diese Losung aussieht, falls wir sie getrennt fiir die Kinder G, G2 im
Parse-Tree von Gs betrachten. Denn wir wollen die Losung fiir G aus Teillosun-
gen fiir G; und G konstruieren. Fiir jeden Zustand 1-3 haben wir eine gewisse
Anzahl von Kanten aus F),. Falls wir G3 wieder dekomponieren, fillt jede Kante
aus F,, entweder G; oder G5 zu. Wir werden nun jeden Zustand durch ein 2-er
Tupel (i,0) reprisentieren. In der ersten Komponente steht dann indegp, (v)
und in der zweiten outdegp, (v). Jetzt wollen wir die einzelnen Kanten aus F,
die pro Zustand vorkommen auf die Kindgraphen G; und G5 verteilen. Fiir den
Zustand (1,0) wird die Kante aus F,, 0.B.d.A G zugesprochen. Dann folgt aber,
dass in G5 keine Kante aus F,, zum Terminal inzident ist. Dies wird dann durch
das 2-er Tupel (0, 0) ausgedriickt. Tabelle 4.1 fasst diese Uberlegungen fiir alle
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4.4.1. Terminale in einer Giiltigen Ausrichtung

Terminalzustand | Entstandene 2-er Tupel
(1,0) (1,0) (0,0)
(1,1) (0,0)
(L1 (1.0) (0.1)
(Oak) (07k1) (kaQ)
k>0 k=Fk + ko

Tabelle 4.1: Terminalzustdnde und ihre Dekomposition.

Zustande zusammen. Wir entnehmen der Tabelle, dass durch die Dekomposition
neue 2-er Tupel entstanden sind, ndmlich (0,0) und (0, 1). Diese Tupel miissen
wir ebenfalls als neue Terminalzusténde fiir G; und Go betrachten. Insgesamt
miissen wir fiinf Zustdnde aus Tabelle 4.1 fiir Terminale festhalten.

Zuvor soll bemerkt werden, dass die einfache Modifikation des Algorithmus aus
[13] beziiglich der Terminalzusténde zur Losung von GAKB nicht ausreicht. Dies
ist klar, da GAKB zu PDS &quivalent ist und wir bereits in Abschnitt 4.2.2 sa-
hen, dass die einfache Adaption fiir PDS problembehaftet ist. Betrachten wir
hierzu Abbildung 4.9.

a) b)

Abbildung 4.9: a) zwei GSP-Graphen G und G2. b) Die P-Komposition aus G
und G,. Die gestrichelten Kanten bilden einen alternierenden Kreis.

Wir sehen zwei Ausrichtungen fiir GSP-Graphen G1(V4, E1,u1,v1) und

G2(Va, Ea,uz,v2), sodass an den Terminalen jeweils einer der fiinf Zusténde
herrscht. Ubertréigt man diese beiden Ausrichtungen direkt auf die korrespon-
dierenden Subgraphen in G = G; ©®p G2, so entsteht in der resultierenden
Ausrichtung ein alternierender Kreis. Im Unterschied zu PDS kénnen wir bei
GAKB genau angeben, in welchem Fall die Komposition zweier Losungen wieder
eine Giiltige Ausrichtung ergibt. Dies ist der Fall, wenn die Terminalzusténde
zueinander passen und wenn kein alternierender Kreis entsteht. Um das Ent-
stehen von alternierenden Kreisen zu verhindern, werden wir spéter noch ein
weiteres Konzept entwickeln miissen. Dieses stellt die hauptsdchliche Neuerung
im Vergleich zum Algorithmus aus [13] dar. Ebenfalls erhélt man dadurch ein
besseres Verstdndnis des 'nicht-lokalen Charakters’ von Power Domination.
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Zustande fiir Terminale

Die Einsichten, die wir im letzten Abschnitt bekamen, wollen wir mit folgen-
den Definitionen festhalten. Seien G ein GSP-Graph und D(V, F) eine Giiltige
Ausrichtung beziiglich A C V fiir G3. Seien G2, G die Kinder von g im Parse-
Tree. Betrachten wir D(V, F') eingeschrinkt auf Gy bzw. G, so definieren wir
fiir die Terminale von G7 und G» folgende fiinf Zusténde.

Definition 4.13. Sei u ein Terminal. Dann definieren wir in Ubereinstimmung
mit den 2-er Tupel aus Tabelle 4.1 finf Zustinde.
S

1) |®

(1,0): w ist inzident zu einer eingehenden Kante aus F,,
und sonst eventuell zu Kanten aus F}.

i

\

(1,1): u ist inzident zu einer ein- und zu einer ausge-
henden Kante aus F,, und sonst eventuell zu Kanten aus
Fy.

) | ®

A

I1I) (0,0): w ist nur zu Kanten aus Fy inzident.

den Kanten aus F,, und Kanten aus Fj inzident.

SR
.4
\:
v) % (0,k): u € A und u ist eventuell zu mehreren ausgehen-
N

7

(0,1): u ist inzident zu einer ausgehenden Kante aus F,

V) |®
und sonst eventuell zu Kanten aus Fy.

/

Wie wir schon vorhin beobachtet haben, kann es nach Tabelle 4.1 keine wei-
teren Fille mehr geben.

Partiell Giiltige Ausrichtung

Gilt fiir ein Terminal u einer der fiinf Zusténde, dann ist streng genommen die
Definition einer Ausrichtung beziiglich einer Knotenmenge A verletzt, denn fiir
jeden Knoten v € V '\ A muss indegp, (v) = 1 gelten. Fiir die Terminalzusténde
IIT und V wird diese Restriktion aber verletzt. Wir miissen nun ein neues
Objekt einfithren, welches dieses beriicksichtigt.

Definition 4.14. Eine (-partielle Ausrichtung (¢-PA) D(V, U Vp, F) ist eine
Ausrichtung beziiglich einer Bezugsmenge A, so dass gilt:

1. |V, =¢.
2. Fir alle v € V;; \ A gilt indegp, (v) <1 und outdegr, (v) < 1.

3. Fir alle v € V gilt: indegr,(v) =0 <= v € A oder v eV,
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4. Fir allev € Vg \ A gilt indegr, (v) =1 und outdegp, (v) < 1.

5. Fir allev € Vg \ A gibt es einen Observationspfad P = (a,wy ... wqv) mit
wy,...,wqg & Aunda € A oderacV,.

Definition 4.15. Eine {-partiell Giiltige Ausrichtung (¢-PGA ) ist eine £-partielle
Ausrichtung, die keinen alternierenden Kreis enthdlt.

Eine ¢-partiell Giiltige Ausrichtung ist also eine Verallgemeinerung einer GA.
Aus algorithmischer Sicht sind die Knoten in Vy diejenigen, die wir im Laufe des
Algorithmus nicht mehr, und in V;, diejenigen, die wir in weiteren Schritten noch
betrachten. Fiir die Knoten in Vj miissen entweder alle Anforderungen einer GA
bereits gelten oder es ist uns noch moglich diese mittels eines Knotens aus V;,
in einem spéteren Schritt sicherzustellen. Da wir die Knoten in V;, noch weiter
bearbeiten konnen, diirfen hier nur die angegebenen Gradbedingungen nicht ver-
letzt werden. In unserem konkreten Fall der GSP-Graphen betrachten wir nur
2-Partiell Giiltige Ausrichtungen (2-PGA). Ist dann im Weiteren D(V,, U Vp, F)
eine 2-PGA fiir einen GSP-Graphen G(V, E,u,v), so soll immer V, = {u,v}
und Vyp = V' \ {u, v} gelten. Die Bezeichner u und v stellen auch in Hinsicht auf
2-PGA’s immer Terminale dar und ein eventuell vorkommender Index bedeutet
wieder, dass die Terminale zur 2-PGA mit entsprechendem Index gehoren. Ana-
loges gelte auch fiir 2-partielle Ausrichtungen (2-PA). 2-PGA’s sind genau die
Objekte, die entstehen wenn wir eine GA fiir einen GSP-Graphen, der aus der
Komposition zweier weiterer GSP-Graphen entsteht, wieder dekomponieren.
Wir wollen uns auf die Zustdnde der Terminale einer 2-PGA direkt beziehen
konnen. Deshalb legen wir fest:

Definition 4.16. Ein Knotenzustand fir eine 2-PGA D(V, U Vy, F) mit V;, =
{u,v} ist eine Abbildung zp.t : {u,v} — {I,I1,11I,IV,V}.

Gilt also fiir ein Terminal u € V,, dann zp.(u) = II, so heifit dies, dass
Zustand IT an w herrscht. Die Bezeichnung zp.; soll andeuten, dass wir uns mit
t auf die Terminale von D beziehen. Eine 2-PGA besitzt immer zwei Terminal-
zustande. Wir wollen 2-PGA’s anhand dieser beiden Terminalzustinde weiter
unterscheiden koénnen.

Definition 4.17. Seien a,b € {I,...,V} und D(V, F) eine 2-PGA. Wenn wir
D(V, F,a,b) schreiben, so meinen wir eine 2-PGA D(V, F) mit Terminalen u,v,
so dass zp.(u) = a und zp.+(v) = b gilt. Analoges definieren wir fiir eine 2-PA.

Da es 5 Zusténde gibt und jede 2-PGA zwei Terminale besitzt, folgt, dass
es 25 potentielle 2-PGA’s D(V, F, a,b) fiir einen GSP-Graphen gibt. Damit wir
diese fiir die inneren Knoten des Parse-Trees auf Bottom-Up-Weise berechnen
kénnen, miissen wir fiir den kleinsten GSP-Graph, eine Kante, alle 2-PGA’s
D(V, F,a,b) bestimmen. Betrachte hierzu Abbildung 4.10.

Nun kennen wir alle 2-PGA’s fiir die Blitter des Parse-Tree. Im néchsten Schritt
miissen wir uns dariiber klar werden, wie wir aus den zwei Kindern eines Gra-
phen im Parse-Tree 2-PGA’s berechnen kénnen. Dazu halten wir fest, was pas-
siert, wenn eine 2-PGA Dj fiir einen Graphen G3 mit Kindern G; und G2 wieder
dekomponiert wird.
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Abbildung 4.10: In a) — h) sind alle 2-PGA’s fiir eine Kante zu sehen. Da eine
Kante selbst auch ein GSP-Graph ist, sind an den Terminalen die Zustdnde
notiert, die sich aufgrund der speziellen Ausrichtung ergeben.

Beobachtung 4.18. Seien G1, G2 und G3 GSP-Graphen. Der Graph G3 ent-
steht durch Komposition aus Gy und Go. Sei D3(V3, Es3,as,bs) eine 2-PGA
fiir Gs. Wird Ds in Entsprechung zu Gs dekomponiert, so entstehen 2-PGA’s
D1(V1, Eq,a1,b1) und D2(Va, B, as,b2) jeweils fir Gy und G2.

Beweis. Die Dekomposition betrifft nur die Terminale von G3. Falls ein Ter-
minal in GG3 durch Identifikation entstand, dann werden die inzidenten Kan-
ten durch die Dekomposition entweder G; oder Go zugeordnet. Sei us 0.B.d.A
durch Identifikation aus d; € V; und dy € V5 entstanden. Dann miissen nach
der Dekomposition die zu u3 inzidenten Kanten entweder d; oder do zugeordnet
werden. Fiir ag € {I,I1,IV} wurde dies in Tabelle 4.1 bereits getan. Mit den
gleichen Uberlegungen folgt dann aus a3 = IT1, dass nach der Dekomposition
Zustand II1 an dy und Zustand I11 an ds herrschen. Gilt az = V, folgt gleich-
falls, dass nach der Dekomposition Zustand II] an d; und Zustand V an ds
oder umgekehrt herrschen. Da d; und dy nach der Dekomposition Terminale
sind miissen D; und Do existiereren. O

4.4.2 Komposition

Wie bereits erwéhnt wollen wir, indem wir den Parse-Tree eines GSP-Graphen
Bottom-Up traversieren, fiir jeden inneren Knoten die relevanten Lésungen aus
den Losungen der Kinder berechnen. Die relevanten Losungen sind 2-PGA’s.
Fiir die Bléitter des Parse-Tree fillt es uns leicht alle moglichen 2-PGA’s zu be-
rechnen. Jedoch fiir einen inneren Knoten miissen wir noch herausfinden, welche
2-PGA’s fiir weitere Rechenschritte nétig sind. 2-PGA’s kann man durch ihre
Terminalzustdnde unterscheiden. Es reicht jedoch nicht, wie wir sehen werden,
alle 2-PGA’s mit kleinstmoglicher Bezugsmenge, die sich in mindestens einem
Terminalzustand unterscheiden, zu berechnen. Wir werden sehen, dass wir 2-
PGA’s noch feiner unterscheiden miissen, damit wir mit Dynamic Programming
GAKB losen kénnen. In diesem Abschnitt werden wir genau die Mechanismen
untersuchen, die bei einer Komposition von zwei 2-PGA’s auftreten. Wir werden
klaren wann eine Komposition wieder eine 2-PGA ist und wie wir eine 2-PGA
mit bestimmten Terminalzustdnden aus den Kompositionskomponenten erstel-
len konnen.
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Sei nun G5 ein innerer Knoten des Parse-Tree und G; und G5 seien seine Kin-
der. Fiir G3 wollen wir nun z.B. eine 2-PGA D(V3, F5, I, I1T) beziiglich A C V;
bestimmen, so dass |A| minimal ist. Nehmen wir weiter an, G3 entsteht durch P-
Komposition aus G und G5. Haben wir eine 2-PGA D, (Vy, Fi, I11,I11) fiir G4
und eine weitere Dy (Va, Fo, [11, I1T) fiir G2, so kénnen wir diese weiter verwen-
den. Indem wir eine P-Komposition der beiden 2-PGA’s vornehmen, erhalten
wir eine 2-PA mit Terminalzustinden I und I71. Wir erhalten keine 2-PGA, da
ja durch die Komposition ein alternierender Kreis entstehen kann. Um aus zwei
2-PGA’s durch Komposition eine neue 2-PGA zu erhalten, miissen die jeweili-
gen Terminalzustidnde ’zueinander passen’ und es darf kein alternierender Kreis
entstehen.

Terminalzustinde und Komposition

Wir wollen nun das Problem der alternierenden Kreise noch ausklammern. Wir
fokussieren unser Interesse zunéchst darauf, welche zwei 2-PGA’s durch die ent-
sprechenden Kompositionen, S1- , S2- oder P-Komposition, in 2-PA’s iiberfiihrt
werden. Hier werden wir also entscheiden, welche Terminalzustinde in Bezug
auf eine Komposition zueinander passen.

Definition 4.19. Sind Dy, Dy zwei 2-PA’s bzw. 2-PGA’’s fiir die GSP-Graphen
G1,Gs, so werden Dy ®g1 Do, D1 ®g2 Do und D1 ©®p Do analog zu G1 ®g1 Ga,
G105Gs und G1OpGs durch die entsprechende Terminalidentifikation definiert.

S1-Komposition Wenn wir zwei Graphen G1(Vi, E1,u1,v1), Go(Va, B2, ug, v2)
miteinander zu G S1-komponieren, identifizieren wir v; und us. Der neue Kno-
ten d ist dann kein Terminal mehr und folglich gilt in jeder 2-PGA fiir Gj
dann d € Vjp. Fiir ein 2-PGA fiir G5 bedeutet dies, dass indegr,(d) = 1 und
outdegr, (d) < 1 gilt oder, dass d in der Bezugsmenge ist. Wenn wir also die
entsprechenden 2-PGA’s D1, Dy S1-komponieren, muss fiir das Resultat selbiges
fiir d gelten. Dies heifit, dass bestimmte Zustdnde fiir v; und us nicht kompa-
tibel sind. Gilt zp,..(v1) = II und zp,.(u2) = I, so folgt indegr, (d) = 2.
Gilt zp,.t(vy) = IIT und zp,.+(uz) = V, so folgt zp,.+(d) = V und somit
indegr, (d) = 0. Beide Male werden die geforderten Eigenschaften einer 2-PGA
verletzt. Ist stattdessen zp,..(v1) = IT und zp,.+(uz) = I1I der Fall, so gilt
indegrp, (d) = 1 und outdegr, (d) = 1.

Proposition 4.20. Seien G1,Go GSP-Graphen und D1(Vh, F1,a1,b1),
Dy (Va, Fy, as,bs) entsprechende 2-PGA’s. Dann ist D3(Vs, F5,a1,b2) = D1 ©®s1
Dy eine 2-PA, falls by ®g1 as = x in Tabelle 4.2 gilt.

Beweis. Fiir den neu entstandenen Knoten d gilt entweder, dass er in der Be-
zugsmenge fiir D3 enthalten ist. Dann muss er aber auch in den jeweiligen Be-
zugsmengen von Dq und Ds zu finden sein. Oder es muss in D3 indegp, (d) =1
und outdegr, (d) < 1 gelten. In der Tabelle 4.2 steht dann ein *, falls zp,.+(v1)
und zp,.t(uz2) diese Bedingungen nicht verletzen. Da zp,.:(u3) = zp,.+(u1) und
2D5:t(V3) = zp,.¢(v2) gilt, folgt die Behauptung. O
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Tabelle 4.2: Ein Strich gibt an, dass eine SI1-Komposition der Zeilen- und
Spaltenelemente nicht moglich ist. Ein Stern x erlaubt diese jedoch. Gilt z.B.
z(v1) = I und z(ug) = III, dann darf der Knoten v = us, der durch die
S1-Komposition entsteht, zu einem inneren Knoten des entstanden Graphen
werden, ohne die Anforderungen an eine 2-partiell Giiltige Ausrichtung zu ver-
letzten.

P-Komposition Seien G1(V1, E1,u1,v1), G2(Va, Ea, us, v2) GSP-Graphen, die
zu G5 P-komponiert werden. Die Knoten w1, us und vy, v2 werden dann mitein-
ander identifiziert und es entstehen ug und vz. Da ug und vs wieder Terminale
sind, muss in einer 2-PGA Ds fiir G3 dort jeweils einer der fiinf Terminal-
zustdnde herrschen. Wenn wir dann entsprechende 2-PGA’s D1 und Dy mitein-
ander P-komponieren, so gibt es wieder inkompatible Terminalzustidnde, die die
geforderten Eigenschaften fiir eine 2-PGA verletzen. Da uz und vs wieder Termi-
nale sind, gibt es keine verbotenen Terminalzustéinde fiir sie. Gilt beispielsweise
z(uy) = I und z(uz) = V, so folgt z(uz) = II. Jedoch miissen die Gradbe-
dingungen beziiglich der zu us und wvs inzidenten Kanten aus Fj eingehalten
werden.

Proposition 4.21. Seien G1,Go GSP-Graphen und D1(Vi, F1,a1,b1),

Dy (Va, Fy, a2,bs) entsprechende 2-PGA’s. Sei Gg = G1 ©®p Ga. Dann ist
Dg(%, Eg, as, bg) = D1 ®Op D2 eine Q—PA, falls a1 ®Opag = as und b1 ®Op b2 = bg
in Tabelle 4.3 gilt.
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4.4.2. Komposition

Beweis. Falls u; und us in der jeweiligen Bezugsmenge waren, so folgt dies
auch fiir uz. Ansonsten muss z(us) € {I,...,V} gelten. In der Tabelle 4.3 wird
festgehalten, fiir welche Zusténde fiir u; und wy diese Bedingungen nach der

P-Komposition nicht verletzt sind. Analoges gilt fiir v; und vs. |
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Tabelle 4.3: Ein Strich deutet an, dass eine P-Komposition zwischen den ent-
sprechenden Zeilen- und Spaltenelementen unmdglich ist. Sonst ist der Zustand
nach der P-Komposition, der dann am Terminal herrscht, abzulesen. Beispiels-
weise wenn z(u1) = II und z(ug) = II1 gilt, so heifit dies z(u1) = II nach der
P-Komposition mit uy = us.

S2-Komposition

Proposition 4.22. Seien G1,Gay GSP-Graphen und Dy(Vy, F1,a1,b1),

Do (Va, Fs, a9,b2) entsprechende 2-PGA’s. Sei Gg = G1 ©s, Ga. Dann ist
Dg(‘/g,,Eg,ag,bg) = D1 ®g2 Do etne Q—PA, falls by € {I,II,IV}, a1 = az und
b1 ®p as = bs in Tabelle 4.3 gilt.

Beweis. Die S2-Komposition unterscheidet sich von der S1-Komposition nur
dadurch, dass nicht v;1 = us zu einem Nicht-Terminal wird, sondern vs. Da vq
nie wieder betrachtet wird, darf dort keine Anforderung an eine 2-PGA verletzt
sein. Folglich heifit dies by € {I,II,IV}. Der aus v; = ug resultierende Knoten
vg wird jedoch zum Terminal von Djs. Also muss an vs wieder ein giiltiger
Zustand herrschen, analog zu den Terminalen in der P-Komposition. Deswegen
muss by ®p az = b3 gelten. Da mit u; nichts geschieht, heif3t dies a; = a3. O
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Jetzt ist uns bekannt wie wir ein 2-PA D(V, F, a,b) rekursiv fiir einen Gra-
phen konstruieren kénnen. Wir werfen abhéngig von der Art der Komposition
einen Blick in die entsprechende Tabelle. Dort kénnen wir ablesen welche Ter-
minalzustéinde an den Knoten, die miteinander identifiziert werden, herrschen
miissen. Wenn wir diese Terminalzustéinde kennen, miissen wir nur noch die
entsprechenden partiellen Ausrichtungen der Kinder komponieren.

Alternierende Kreise und Komposition

Wie uns zuvor schon aufgefallen ist, konnen bei der Komposition von zwei 2-
PGA'’s alternierende Kreise entstehen, siehe Abbildung 4.9. Deswegen kénnen
wir bis jetzt nur garantieren, dass nach der Komposition eine 2-PA entsteht. Wir
werden jetzt untersuchen wie alternierende Kreise durch Komposition entstehen.
Wie folgende Proposition zeigt, miissen wir uns nur mit der P-Komposition
beschéftigen, um das Entstehen von alternierenden Kreisen zu erkléren.

Proposition 4.23. Seien D1, Dy 2-PGA’s. D1 und Do enthalten insbesondere
keine alternierenden Kreise. Dann enthalten auch D3 = D1 ®g1 Dy und Dy =
Dy ®go Dy keine alternierenden Kreise.

Beweis. Nehmen wir an D3 hat einen alternierenden Kreis C' = (v1,...,v,). Sei
d der Knoten in D3, der durch die Identifikation zweier Terminale entstanden
ist. Da wir wissen, dass D1 und D5 keinen alternierenden Kreis besaflen, so muss
C neu entstanden sein. Also muss C' sowohl durch D als auch durch D, laufen.
Dann muss aber der Knoten d zweimal in C' vorkommen, da d ein Separator ist.
Dann ist C' aber ein geschlossener Weg und kein Kreis. Widerspruch.

Da die S2-Komposition die gleichen Terminale identifiziert, gelten auch hier die
obigen Voraussetzungen fiir den in Dy entstehenden Knoten d’. Also ist obige
Argumentation auch in diesem Fall giiltig. O

Alternierende Pfade Alternierende Kreise entstehen also nur durch die P-
Komposition, wie wir durch Abbildung 4.9 und Proposition 4.23 jetzt wissen.
Betrachten wir eine 2-PA mit alternierendem Kreis, die durch P-Komposition
zweier weiterer 2-PGA’s entstanden ist. Machen wir die P-Komposition wieder
riickgéngig so zerfillt auch der Kreis in zwei Teile. Diese zwei Teile sind Pfade
die von einem Terminal zum anderen fithren. Durch die P-Komposition dieser
beiden Pfade ist also der alternierende Kreis entstanden. Diese Pfade miissen den
alternierenden Kreis in ihrer Struktur &hnlich sein. Dies heif3t, dass eine Sequenz
aus mehreren Kanten aus I, sich immer mit einer Kante aus Fj, abwechselt. Wir
definieren dies genauer.

Definition 4.24. Fin gerichteter Pfad zwischen den Terminalen einer partiel-
len Ausrichtung beziiglich einer Bezugsmenge A ist alternierend, falls keine zwei
Kanten aus Fy inzident sind und kein Knoten in A enthalten ist.

Wenn wir zwei 2-PGA’s, die jeweils einem alternierenden Pfad P; bzw. P,
besitzen, P-komponieren, so muss nicht zwangslaufig ein alternierender Kreis
entstehen. Wenn z.B. P; und P, in der Komposition, also nach der Knoten-
identifikation, vom gleichen Terminal starten und somit auch beim gleichen
Terminal enden. Dann sprechen wir im Folgenden davon, dass zwei Pfade die
gleiche Richtung haben. Oder aber auch wenn beide Pfade zum gleichen Termi-
nal mit einer Kante aus F} inzident sind, kann daraus kein alternierender Kreis
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entstehen. Um entscheiden zu konnen, welche alternierenden Pfade nach einer
P-Komposition einen Kreis bilden kénnen, nehmen wir eine Klassifikation vor.
Wir unterscheiden alternierende Pfade in Bezug darauf mit welchen Kanten,
entweder solchen aus F, oder solchen aus Fj, sie zu den Terminalen inzident
sind. Denn genau dann wenn die Richtungen von P, und P> verschieden sind
und zu jedem Terminal hochstens eine Kante aus F, N (E(Py) U E(P)) inzident
ist, entsteht ein Kreis. Diese Klassifikation ist fein genug, da wir iiber den inne-
ren Aufbau der Pfade nichts wissen miissen, aufler, dass keine zwei Kanten aus
Fy, inzident sind. Zu jedem Terminal kann eine Kante aus F, oder F} inzident
sein. Da wir zwei Terminale betrachten, muss es also insgesamt vier Klassen
geben.

Definition 4.25. Seien v, u Terminale in einem GSP-Graphen. Wir unterteilen
die alternierenden Pfade von v nach u beztiglich der Anzahl ihrer Kanten aus
Fy, die zu u oder v inzident sind. Sei P nun solch ein Pfad. Er gehirt zu einer
der folgenden Klassen, falls gilt:

Klasse 1: Np(v) N E(P) € F, und Ng(u) N E(P) €
Klasse 2: Np(v) N E(P) ¢ F, und Np(u) N E(P) €
Klasse 3: Np(v) N E(P) € F, und Ng(u) N E(P) &
Klasse 4: Np(v) N E(P) & F, und Np(u) N E(P) ¢

Alle so auftretenden Klassen sind in Abbildung 4.11 aufgefiihrt.

Abbildung 4.11: Alternierende Pfade werden danach unterschieden, ob die zu
den Terminalen inzidenten Kanten aus F,, oder F} sind.

Um uns auf alle Pfadklassen zwischen Terminalen v, w fiir eine 2-PGA D fiir
einen GSP-Graphen G(V, E,v,u) zu beziehen, ziehen wir eine Abbildung zp.,
zu Hilfe heran.

Definition 4.26. Ein Knotenpaarzustand fir eine 2-PGA D(V,, UVy, F) mit
Vi, = {u, v} ist eine Abbildung zp.p : {(u,v), (v,u)} — P({1,...,4}).

Gilt also z.B. zp.,(u, v) = {1,4}, so gibt es mindestens einen Pfad der Klasse
1 und mindestens einen der Klasse 4 von u nach v.
In Abbildung 4.10 sehen wir alle moglichen 2-PGA’s fiir eine Kante. Wir wollen
jetzt in diesen die alternierenden Pfade finden. Sobald ein Terminal in der Be-
zugsmenge A enthalten ist, ist klar, dass kein alternierender Pfad vorliegen kann.
Fiir die restlichen 2-PGA’s sind die alternierenden Pfade in Abbildung 4.12 zu
sehen.
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Klasse
a e——o 1
by e=——e 1
f) @oQ— >0 4

Abbildung 4.12: Alternierende Pfade der Kante.

Wie alternierende Kreise entstehen Im vorigen Abschnitt haben wir her-
ausgefunden, dass alternierende Kreise nur durch die P-Komposition entstehen
konnen. Auch nur dann, wenn in den beiden Kompositionskomponenten die
geeigneten alternierenden Pfade vorkommen. Wir wollen nun dies im Detail
analysieren und die Klassen von alternierenden Pfaden finden, die in einer P-
Komposition zusammen alternierende Kreise bilden.

Proposition 4.27. Seien Dy, Dy 2-PGA’s fiir G1,Go und D3 = Dy ©Op Ds.
Dann gilt: D3 enthdlt einen alternierenden Kreis <= FEs gibt p1 € zp,.p(u1,v1)
und pa € ZD2:p(1)2,U2) mit p1 ©p p2 = T oder p) € Zchp(Ul,Ul) und py €
ZDy:p(U2, v2) mit py p ph =T in Tabelle 4.4.2.

Beweis. In D3 ist genau dann ein alternierender Kreis, wenn wir jeweils in D4
und Dy alternierende Pfade P; und P> finden, die verschiedene Richtungen be-
sitzen und wenn keine zwei Kanten aus Fj, N (E(P;) U E(P2)) in D3 inzident zu
einem Terminal sind. Klar ist, wenn wir einen alternierenden Kreis C' in D3 ha-
ben und D3 wieder dekomponieren, dann zerféllt C' in zwei alternierende Pfade
Py und P,. Da C ein Kreis ist, fithrt 0.B.d.A. P; von us nach vz (bzw. u; nach
v1) und P, von vz nach ug (bzw, von ve nach us). P; und P, haben dann ver-
schiedene Richtungen. Da C ein alternierender Kreis ist, sind keine zwei Kanten
aus Fj inzident. Dann sind aber, wenn wir P; und P» separat in D3 betrachten,
keine zwei Kanten aus Fy N (E(P1) U E(Pz)) inzident. Denn P; und P, formen
in D3 gerade C.

Seien P;, P> die entsprechenden Pfade in G1, G5 der Klassen pq, ps. Fiir P; und
P, gilt das sie an verschiedenen Terminalen beginnen, also verschiedene Rich-
tungen haben. In Tabelle 4.4.2 kann man nun ablesen, ob fiir zwei alternierende
Pfade aus entsprechenden Pfadklassen, mit verschiedenen Richtungen, gilt, dass
keine zwei Kanten aus Fp N (E(Py) U E(P2) inzident zu einem Terminal sind.
Dann liest man dort P; @p P> = 7 und genau dann entsteht ein alternierender
Kreis. Analoges gilt fiir Pfade P{ und Pj der Klassen pj und pb. O

Wir sind nun vollkommen im Bilde dariiber, wann und wie alternierende
Kreise entstehen. Namlich durch die P-Komposition von bestimmten alternie-
renden Pfaden. Wir wollen nun alternierende Pfade in Hinblick auf die S1-
Komposition betrachten.

Wie sich Alternierende Pfade dndern Alternierende Pfade laufen von
einem Terminal zum anderen. Wenn wir nun einen Pfad P; in einer 2-PGA
D1 und einen weiteren P, in Dy haben, was kann man dann iiber beide in
D3 = Dy ®g, Do sagen? Sie miissen auf jeden Fall eine Verdnderung erfahren
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[Definition der Operation @p fiir alternierende Pfade] Gibt das Resultat in
Bezug auf alternierende Pfade, die verschiedene Richtungen besitzen, einer
P-Komposition aus zwei 2-PGA’s D1(V, F), Do(V, F') wieder. Ist beispielsweise
in D, ein alternierender Pfad der Klasse 2 und in Dy der Klasse 1, so kann man
das Resultat durch das zweite Spalten- und erste Zeilenelement ablesen. Ein |

steht dafiir, dass ein alternierender Kreis und ein ’-’, dass keiner entsteht.

haben, da jeweils eines ihrer Terminale in D3 keines mehr ist. Seien beispielsweise
P; in der Klasse 3 und P, in der Klasse 2. Sei d der Knoten in D3 der durch
Identifikation entstanden ist. P; und P, sollen die gleiche Richtung haben. Wenn
wir nun bei P, beginnend bis d gehen und ab dort P; beschreiten, so sehen wir,
dass dies ein Pfad der Klasse 4 ist. Es ist nur wichtig, dass die Eigenschaften
eines alternierenden Pfades an d eingehalten werden. In welcher Klasse sich der
entstandene Pfad befindet, kann man an den Anfangs- und Endkanten ablesen.

Proposition 4.28. Seien D1, Dy 2-PGA’s fiir G1,G2, Gz = G1 ©®g1 Gy und
D3 = Dy ©g, Da. Dann gilt:

1. k € zpyp(us,v3) < Es gibti € zp,p(ur,v1) und j € zp,.p(usz,va) mit
1 ®g1j =k in Tabelle 4.4.

2. k € zpyp(vs,ug) <= Es gibt i € zp,.p(va,u2) und j € zpy:p(v1,u1) mit
1 ®g1j =k in Tabelle 4.4.

Beweis.

1. Wenn wir einen alternierenden Pfad Ps; der Klasse k von us nach vs ha-
ben, so muss dieser nach der Dekomposition in alternierende Pfade P; von
w1 nach v; und P, von us nach v zerfallen. Diese miissen natiirlich auch
alternierende Pfade sein und deshalb auch in eine Klasse einteilbar sein.
Umgekehrt haben wir in Dy und D- alternierende Pfade P, und Ps, die
von 11 nach v; bzw. von us nach vs fithren. Wenn am Knoten, der durch
Identifikation entstanden ist, keine zwei Kanten aus F, N (E(Py) U E(P2))
inzident sind, so bilden P; und P, durch Konkatenation einen neuen alter-
nierenden Pfad P5; in D3, der von ug nach vg fithrt. Ps ist dann natiirlich
wieder klassifizierbar.

Tabelle 4.4 fasst diese Uberlegungen fiir alle Pfadklassen, die P;, P, und
P5; annehmen koénnen, zusammen.

2. Analog wie 1. 0

65



4.4.2. Komposition

Tabelle 4.4: Gibt das Resultat einer S1-Komposition aus 2-PGA’s
Dy (V,F), D2(V, F) in Bezug auf alternierende Pfade wieder. Sind beispielswei-
se in Dy ein alternierender Pfad P; der Klasse 2 und in Dy ein weiterer Ps
der Klasse 3 enthalten, die beide dieselbe Richtung haben, so kann man das
Resultat der Konkatenation von Py an P; durch das zweite Spalten- und drit-
te Zeilenelement ablesen. Ein -’ bedeutet, dass durch die S1-Komposition der
beiden alternierenden Pfade P; und P» kein alternierender Pfad durch die ent-
sprechende Konkatenation entsteht. Eine Nummer hingegen gibt die Klasse des
entstandenen alternierenden Pfades an. Im obigen Fall lesen wir fiir P, und P
eine 4.

Durch die S1-Komposition entstehen zwar keine alternierenden Kreise, aber
es kénnen ganze Pfade verschwinden oder neu entstehen. Jetzt miissen wir die
S2- und P-Komposition hinsichtlich dessen genauer untersuchen.

Proposition 4.29. Seien D1, Dy 2-PGA’s fiir G1,G2, und es gelte
G3s =Gy 0p Gy, D3 =Dy ®p Dy und G4 = Gy ®g2 Ga, Dy = D1 ©Og2 Ds.

1. zpgp(us,v3) = zp,:p(u1,v1) U 2p,p(ue, v2) und
ZDgip(V3,u3) = 2D, p(V1, u1) U 2pyp(v2, u2)

2. 2p,:p(U4,v4) = 2D, :p(ur,v1) und 2p,.p(va, us) = 2p,:p(v1,u1)
Beweis.

0 Die 2-PGA D3 hat die Terminale uz und vs. Alle alternierenden Pfade die
in Dy zwischen w1 und v; verlaufen, verlaufen in D3 zwischen usg und vs.
Dasselbe gilt fiir alle alternierenden Pfade in Ds. Also sind in zp,.p(us, v3)
alle Pfadklassen vorhanden, die auch in zp,.p(u1,v1) und zp,.p(u2,v2)
vorkommen. Analoges gilt fiir zp.,(vs, us)

O Die 2-PGA D, hat die gleichen Terminale wie Dy. D4 enthélt also alle al-
ternierenden Pfade zwischen u; und vy. Dies sind aber genau alle alternie-
renden Pfade, die auch D; besitzt. Also gilt zp,.p(ua, v4) = 2p,:p(u1, v1).
Analoges gilt fiir zp,.p(va, ua). 0

Die S2- und P-Komposition verdndern die vorliegenden alternierenden Pfade

also nicht. Wir haben jetzt alle notwendigen Informationen in Bezug auf alter-
nierende Kreise und Pfade. Wir wissen durch welche alternierenden Pfade und
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durch welche Komposition dieser Pfade ein alternierender Kreis erzeugt wird.
Uns ist auch der Mechanismus klar, wie mittels S1-Komposition alternierende
Pfade gebildet werden. Mit Hilfe dieses Wissens wollen wir nun den angekiindig-
ten Algorithmus formulieren.

4.4.3 Dynamisches Programmieren

Fassen wir unsere bisherigen Uberlegungen zusammen. Grundsiitzlich wollen wir
fiir einen Graphen, der einen inneren Knoten im Parse-Tree représentiert, alle
relevanten Losungen aus den Losungen seiner Kindern berechnen. Wichtig ist
nun, dass wir uns klar machen, welche die relevanten Losungen sind. Denn wir
verfolgen einen Dynamic-Programming-Ansatz und wollen pro innerem Kno-
ten des Parse-Trees nur eine konstante Anzahl von Lésungen speichern miissen.
In einem ersten Schritt hatten wir uns iiberlegt, dass wir pro innerem Kno-
ten alle 2-PGA’s D(V, F,a,b) mit a,b € {I,II,II1,IV,V} und kleinstméglicher
Bezugsmenge speichern wollen. Dann entdeckten wir aber, dass durch eine P-
Komposition von 2-PGA’s alternierende Kreise entstehen kénnen. Und dies war
zuriickzufithren auf alternierende Pfade in den beiden Kompositionskomponen-
ten.

Dies heifit nun, dass wir 2-PGA’s nicht nur beziiglich ihrer Terminalzusténde
unterscheiden miissen, sondern auch aufgrund ihrer Pfadklassen die sie enthal-
ten.

Wir wollen hier ein Beispiel anfiihren. Fiir einen GSP-Graphen G(V, E, u, v) ha-
ben wir zwei 2-PGA’s D1 (V, F, a,b), D2(V, F, a,b) berechnet. D; ist eine 2-PGA
beziiglich A; und D5 beziiglich As. Es gelte nun |A;| < |Az|. Dann miissen wir
aus Sicht der Terminalzustéinde nur D; speichern und kénnen Dy verwerfen.
Legen wir nun jedoch den Fall zugrunde, dass D; zwei alternierende Pfade von
u1 nach vy besitzt, ndmlich jeweils einen aus der Klasse 2 und 3, und D2 nur
einen alternierenden Pfad der Klasse 3 von u; nach v; besitzt. Verwerfen wir
nun Dy und speichern nur D1, so kann es sein, dass gerade aufgrund des zusétz-
lichen alternierenden Pfades der Klasse 2 in einer spiteren P-Komposition ein
alternierender Kreis entsteht. Sei zum Beispiel D’ eine 2-PGA fiir einen weiteren
Graphen G'(V', E',u/,v") und es gilt G = G ©p G'. Wenn nun D’ einen Pfad
der Klasse 2 von v’ nach v’ enthilt, so enthilt Dy ®p D’ einen alternierenden
Kreis und kann somit keine Losung fiir G mehr sein. Do ®p D’ hingegen enthiilt
keinen alternierenden Kreis, kann also durchaus noch zu einer Losung beitragen.
Das obige Beispiel zeigt uns, dass wir 2-PGA’s nicht nur durch ihre Terminal-
zustinde unterscheiden miissen, sondern auch durch die alternierenden Pfade,
die sie enthalten. Genauer gesagt, miissen wir sie beziiglich ihrer enthaltenen
Pfadklassen und deren Richtung unterscheiden. Denn, ob ein oder mehrere Pfa-
de der gleichen Klasse und Richtung in einer partiell Giiltigen Ausrichtung vor-
liegen, ist fiir die Entstehung eines alternierenden Kreises unerheblich. Obiges
Szenario kann fiir alle Teilmengen @1, Q2, die alternierende Pfadklassen dar-
stellen, auftreten, nicht nur fiir Q; = {2,3} und Q2 = {3}. Jetzt soll D; alle
Pfadklassen aus Q1 und D, alle aus Q2 besitzen. Verwerfen wir nun Dy und
speichern nur Dy, so kann fiir alle Pfadklassen K € @1 \ Q2 ein Kreis in einer
spateren P-Komposition entstehen, der in der P-Komposition mit Dy nicht ent-
standen wére.

Selbst wenn Q1 C Q2 der Fall ist, kann D5 relevant sein, wenn |As| < |A4;] gilt.
Denn es muss ja nicht zwangsldufig aufgrund einer Pfadklasse aus Q2 \ Q1 ein
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alternierender Kreis entstehen. Und dann wire Dy giinstiger als D;.

Die Folge hieraus ist, dass wir fiir jeden Knoten im Parse-Tree, der zu ei-
nem Teilgraphen G(V, E,u,v) korrespondiert, alle kleinstméoglichen 2-PGA’s
D(V,F,a,b) mit a,b € {I,...,V} speichern, sodass sie fiir alle s; € Sy, und
$2 € Spu, SuvySeu C {1,...,4}, mindestens einen Pfad der Klasse s; bzw. so
von u nach v bzw. von v nach u enthalten.

Aufbau und Initialisierung der Tabelle

Wir wissen nun welche Losungen wir fiir einen Graphen G(V, E, u,v), der ein
innerer Knoten im Parse-Tree ist, speichern miissen. Um diese genauer beschrei-
ben zu kénnen, brauchen wir folgende Definition.

Definition 4.30. Ein Zustand fir eine 2-PGA D(V,, U Vy, F) mit V;, = {u, v}
ist eine Abbildung zp : {u, v, (u,v), (v,u)} — {I,...,V}UP{1,...,4}), wobei
qgilt:

| zpa(z) r € {u,v}

zp(z) = { zp:p(x) s x € {(u,v), (v,u)}

Ein Zustand zp hat einen Definitionsbereich von vier Elementen. Wir werden
zZp, wo es ndétig ist, durch das Bild dieser Elemente darstellen. Dies geschieht
durch ein 4-er Tupel (a,b, Syy, Supu), sodass zp(u) = a, zp(v) = b, zp(u,v) =
Suv und zp(v,u) = Syy gilt.

Wenn wir im Folgenden davon sprechen, dass eine 2-PGA einen Zustand re-
spektiert, dann bedeutet dies, dass sie die entsprechenden Knotenzustdnde und
Pfadklassen aufweist.

Wir stellen eine Tabelle T¢ fiir jeden Graphen G(V, E,u,v) zu einem inne-
ren Knoten auf, die mit einem Zustand z indexiert wird. Dabei soll fiir einen
Eintrag Folgendes gelten:

Tg(z) =
min { |A| .3 2-PGA D(V, F,a,b) bzgl. A, z(u) = a,z(v) = b, Vs1 € z(u,v), }

"s9 € z(v,u) 3 alt. Pfad vom Typ s1 bzw. sq zw. u,v bzw. zw. v,u

Damit speichern wir jede relevante Information beziiglich der méglichen Losun-
gen eines Graphen G. Existiert fiir einen Eintrag die geforderte 2-PGA nicht, so
erhélt der Eintrag den Wert co. Da es zwei Terminale, fiinf Terminalzusténde
und 16 verschiedene Kombinationen fiir die Pfadklassen zwischen den Termina-
len gibt, speichern wir fiir jeden inneren Knoten des Parse-Tree 5-5-16-16 = 6400
Eintrdge. Wir miissen noch die Initialisierung von 7" vornehmen. Das bedeutet,
dass wir fiir jedes Blatt des Parse-Tree die entsprechenden Eintrége fiir eine
Kante zu vollziehen haben. Fiir eine Kante kennen wir bereits alle 2-PGA’s aus
Abbildung 4.10. Aus Abbildung 4.12 wissen wir welche Klassen von alternieren-
den Pfaden sie enthalten. Fiir den einfachsten GSP-Graphen, eine Kante {u, v},
konnen wir dann eine Initialisierung vornehmen.
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&) T((V,1,{11,0) =0 b) T((LV.0,{1})) =0

o) T((IV,1.0,0)) = d) T((1,1V,0,0)) = 1

o) T(IV.IV,0.0) =2 f) T((IILIII,{3},0) =0
£) T((IILIIL0,{3})) =0 ) T((IV.II1,0,0)) = 1

h) T((I11,1V,0,0)) =1

Die jeweils vorangestellten Buchstaben beziehen sich direkt auf die partiell
Giltigen Ausrichtungen fiir eine Kante in Abbildung 4.10. Alle Eintrage, die
nicht aufgefithrt wurden, werden auf co gesetzt. Der Buchstabe f) tritt zweimal
auf, da ein alternierender Pfad, der nur aus einer Kante aus Fj besteht, die
beiden Terminale in beide Richtungen verbindet.

Tabelle fiir innere Knoten des Parse Tree

Wir haben nun fiir die Blétter des Parse-Trees die entsprechenden Eintrédge in
die Tabelle T vorgenommen. Wir haben uns somit alle relevanten Losungen fiir
die kleinsten Bestandteile eines Graphen notiert. Wie kénnen wir nun fiir einen
inneren Knoten alle relevanten Losungen aus den Losungen seiner Kinder im
Parse-Tree generieren? Dies ist natiirlich auch von der Komposition abhéngig,
die an diesem Knoten vorgenommen wird. G3 geht aus der Komposition von
G1 und G3 hervor. Um den Eintrag T, (zp,) fir einen 2-PGA-Zustand zp, zu
bestimmen, miissen wir zp,, zp, finden, sodass gilt:

O Die Komposition zweier 2-PGA’s Dy und D,, die zp, und zp, jeweils
respektieren, enthélt keinen alternierenden Kreis.

O In der Komposition von D; und D verletzt kein Terminalknoten die An-
forderungen an eine 2-PGA.

U Die Komposition von D; und D muss zp, respektieren.

Abhéngig von der Komposition geben wir nun an, wie wir die Eintréige fiir Gra-
phen, die zu inneren Knoten des Parse-Trees gehoren, berechnen.

Um eine 2-PGA fiir G5 berechnen zu kénnen, miissen wir insbesondere alle Pfad-
klassen in Dy und Dy P- bzw. S1-komponieren. Wir miissen beispielsweise alle
Pfadklassen aus zp, (u1,v1) mit denen aus zp, (uz2,v2) Sl-komponieren. Damit
wir in beiden Féllen der Komposition Notation verkiirzen kénnen, definieren
wir :

Definition 4.31. Seien J, K C {1,...,4}

t:fallsesje J ke K gibt mit j&pk =71 in Tabelle 4.4.2

L JApK = { 1: sonst

2. Jhan K={j®s1k|je ke K undjdgs, k # — in Tabelle 4.4}

Sei G3 durch die Komposition von zwei Graphen G; und G, entstanden.
Fiir einen beliebigen Zustand zp, fiir Gs miissen wir wissen, welche Zusténde
zp, und zp, geeignet sind. Es muss also bekannt sein, welche 2-PGA’s Dy, Do,
die den Restriktionen von zp, und zp, geniigen und zu Gp,G2 gehoren, wir
komponieren kénnen, um eine weitere 2-PGA D3 mit Zustand zp, zu erhalten.
Dazu miissen bestimmte Anforderung an die Terminalzustédnde und Pfadklassen
in Dy und D, erfiillt sein. Beginnen wir mit den Terminalzusténden.

69



4.4.3. Dynamisches Programmieren

Definition 4.32. Seien z3, z1 und zo Zustinde. Dann definieren wir fir jede
Komposition:

1. 7§ = {(z1,22) | z1(v1) ©s1 22(u2) = *, z3(uz) = 21(u1), 23(v3) = 22(v2)}
2. Zp = {(21,22) | z1(u1) ®p 22(u2) = Zs(UB) 1(v1) ®p 22(v2) = 23(vs)}
3. 73 = {(z21,22) | z1(v1) ®p 22(u2) = 23(v3), 22(v2) € {I, 11,1V},

z1(u1) = z3(us)}

Gilt (z1,22) € Z7, so heifit dies, wenn wir 2-PGA’s D1, Do, die jeweils 21, 22

respektieren, P-komponieren, dass wir D3 erhalten, welches z3 beziiglich der
Terminalzustédnde respektiert. Dies folgt aus Proposition 4.21. Analoges folgt fiir
Z&, beziiglich der S1-Komposition mit Proposition 4.20 und fiir Zg} beziiglich
der S2-Komposition mit Proposition 4.22.
Allerdings ist noch nicht garantiert, dass die Komposition von D; und Dy den
Zustand z3 in Bezug auf die Pfadklassen respektiert. Es ist also nicht sicher,
ob genau alle Pfadklassen vorkommen, die von z3 verlangt werden, und ob kein
alternierender Kreis vorkommt. Wir miissen jetzt kldren, welche Zustédnde 21, 2o
nach der Komposition auch die Pfadeigenschaften von zs respektieren.

Definition 4.33. Seien z3, z1 und zo Zustinde. Dann definieren wir fir jede
Komposition:

1. AQ = {(z1,22) | z3(us,v3) = z(u1,v1) Asi1 z(u2,v2),
z3(v3, u3) = 22(v2,u2) Ng1 z1(v1,u1)}

2. AP = {(z1,22) | z1(ur,v1) Ap z2(v2, u2) # 1, 21(v1,u1) Ap 22(ug,v2) # 1
z3(us,v3) = z1(u1,v1) U 2za(u2, v2), 23(v3, u3) = z1(v1,u1) U 22(v2, u2)}
3 AL, = {(21,22) | z3(u3,v3) = 21(u1,v1), 23(vs3,uz) = z1(v1,u1)}

Mit Proposition 4.27 sehen wir, dass fiir alle (z1,22) € A7 kein alternie-
render Kreis in der P-Komposition D3 aus 2-PGA’s Dy, Do, die z1, zo respek-
tieren, vorkommen kann. Mit Proposition 4.29 respektiert D3 den Zustand z3
beziiglich der Pfadklassen. Mit Proposition 4.28 folgern wir Gleichartiges fiir
die Pfadklassen beziiglich der S1- bzw. S2-Komposition, wenn (z1,22) € Ag,
bzw. (21, 22) € A, gilt. Mit Proposition 4.23 folgt fiir diese Félle, dass kein
alternierender Kreis in der Komposition entsteht.

Um fiir einen GSP-Graph, der zu einem inneren Knoten in einem Parse-Tree
korrespondiert, die Eintrdge zu bestimmen, hilft uns nun das folgenden Theo-
rem.

Theorem 4.34. Sei G5 ein zu einem inneren Knoten des Parse-Trees gehoriger
Graph. Wir kénnen fir alle Zustinde z3 die Tabelleneintrige Tg,(z3) aus den
Tabelleneintrigen der Kinder G1 und Go mit nachfolgendem Schema berechnen:

Falls G3 = G1 Op Ga,

Tay(23) = min _ (Te,(21) +Tg,(22) — b)
(zl,zz)EZPdﬁAPd

Falls G3 = G1 ©®g1 Ga,

Tea, (23) mlIzl . (TGI (21) +1q, (22) - b)
(21,22)€Z53NAT

Falls G3 = G1 ©®g2 Ga,

Ta,(z3) = min _(Tg,(21) + Ta,(22) — b)
(21 ZQ)EZ 3ﬁA 3
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wobei b die Anzahl der durch Identifikation entstandenen Knoten t zdhlt fir die
z1(t) = IV und z2(t) = IV gilt.

Beweis. Klar ist aus dem vorigen Abschnitt, dass aus der Komposition von
2-PGA’s Dy und Dy, die jeweils (21, z2) respektieren mit (z1,22) € Z5 N AP,
(21,22) € ZGH NAG, oder (21, 22) € Zg4NAG,, je nach Komposition eine 2-PGA
D3 entsteht, die z3 respektiert. Der Eintrag T, (2z3) ergibt sich wenn wir die
beiden Groflen der Bezugsmengen von Dy und Ds addieren und eventuell die
Anzahl b der Knoten abziehen, die Teil beider Bezugsmengen sind.

7 zeigen ist noch, dass dieser Eintrag auch minimal ist. Haben wir aber eine
kleinstmogliche 2-PGA D} die z3 respektiert, so zerféllt diese durch Dekompo-
sition in zwei 2-PGA’s D} und Dj5. D] und D) respektieren dann Zustéinde z{
und 2z fiir die (27, 235) € ZENAPE, (21, 25) € ZG NAG, oder (21,25) € ZHNAZ,
je nach Komposition gilt. Somit haben wir auch diese beiden Zustéinde bei der
Berechnung des Eintrags von Tg, (2z3) betrachtet und deswegen ist dieser auch
minimal. O

Algorithmus 3 ist dann der aus Theorem 4.34 abgeleitete Algorithmus zur
Losung von PDS auf GSP-Graphen.

Korrektheit und Laufzeit

Theorem 4.35. Der Algorithmus 8 berechnet eine kleinstmdogliche Power Do-
minating Set fiir einen Graph G.

Beweis. Algorithmus 3 berechnet eine Giiltige Ausrichtung mit kleinstmaglicher
Bezugsmenge. Dies ist nach Theorem 4.12 dquivalent dazu eine kleinstmogli-
che Power Dominating Set zu berechnen. Nach der Berechnung des Parse-Trees
PT(G) von G, werden die Eintrége in T fiir dessen Blitter korrekt wie in Abbil-
dung 4.10 initialisiert. Mit Theorem 4.34 wissen wir, dass die Eintrége fiir innere
Knoten in T richtig berechnet werden. Im letzten Schritt wird dann die optimale
Losung aus den Eintrédgen in T fiir die Wurzel von PT(G) berechnet. Da wir
eine Giiltige Ausrichtung mit kleinstmoglicher Bezugsmenge suchen, sind alle 2-
PGA’s, die mindestens ein Terminal haben an dem Zustand IIT oder V herrscht,
zu verwerfen. Aus den {ibrigen Eintrigen wird korrekt der kleinstmdogliche aus-
gewahlt. O

Theorem 4.36. Algorithmus 3 hat eine Laufzeit von O(|V ).

Beweis. Die Konstruktion eines Parse-Trees PT(G) in Punkt 1 kann mittels des
in [13, 20] vorgeschlagenen Algorithmus in O(|V]) Zeit vollzogen werden. Da in
PT(G) O(|E|) Blitter vorhanden sind, kostet die Initialisierung in Punkt 2
O(]E|) Schritte. Die Anzahl der Iterationen in Punkt 3 ist O(|E|), da PT(G)
ein Bindrbaum ist und daher O(|E|) innere Knoten besitzt. Die Berechnungen,
die in jeder Iteration in Punkt 3 vollzogen werden, benotigen nur konstante Zeit.
Dies sieht man daran, dass es pro innerem Knoten 5-5-16-16 = 6400 Eintréage
gibt und wir alle Kombinationen dieser Eintrage fiir die Kinder eines inneren
Knotens betrachten miissen. Da es hochstens 40960000 Kombinationen gibt, ist
die Zeitkomplexitidt von Punkt 3 O(|E|). Folglich ist die Gesamtzeitkomplexitét
von Algorithmus 3 O(|E|). Da jeder GSP-Graph planar ist, ist die letztendliche
Zeitkomplexitit O(|V]). O
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Algorithm 3 Berechnet die Grofe der Bezugsmenge einer Giiltigen Ausrichtung
fiir einen GSP-Graph

Eingabe: Ein zusammenhingender GSP-Graph G(V, E).

Ausgabe: Die kleinstmogliche Grofie von A C V', so dass eine Giiltige Ausrich-
tung beziiglich A fiir G existiert.

1. Berechne PT(G). In U befinden sich die Blitter von PT(G).

2. for all G(V,E,u,v) € U,a,f €{I,...,V}, Suvs Sou C{1,...,4} do
Initialisiere T (o, B, Suwy Svu) -
end for

3. Traversiere PT(G) auf Bottom-Up-Weise. Fiir jeden inneren Knoten der
fiir einen Teilgraphen G steht, berechnen wir fiir alle z3 = («, 5, Suv, Svu),
a,fe{l,....,V}, Suv, Sou C {1,...,4}, den Eintrag T, (z3) aus den Ta-
belleneintrigen des linken und rechten Kindes G7 und Gs, je nach Kom-
position:

for all z3 = (o, 8, Suw, Suu) do
if Gg = Gl Op GQ then
Touz) = min  (Tay(21) + Tau(2) — b)

(21,22)EZ3NAL

end if
if G3 = G1 ®g1 G2 then
TGS (23) = mig o (TGI (Zl) + T, (22) - b)
(21,22)€ZZ3NAS
end if
if G3 = G1 ©®g2 G2 then
T,y (23) = min (T, (21) + Ta,(22) — )
(21,22)6ZS;HA53§
end if
end for
4. Riickgabe:

min({Te (e, 8, Suvs Sva) | @ € {1, 11,1V}, Sup, Suu € {1,...,4}})
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Kapitel 5

Power Domination auf
Graphen mit beschrinkter
Baumweite

Wir wollen uns nun noch einen Schritt weiter weg von Bidumen entfernen. Wir
betrachten jetzt Graphen mit beschrankter Baumweite. Die prinzipielle Frage,
die sich stellt, ist inwiefern ein Graph einem Baum &hnelt. Die Motivation hinter
dieser Frage ist jene, dass viele Probleme, die auf allgemeinen Graphen schwie-
rig zu 16sen sind, fiir Baume vergleichsweise leicht zu 16sen sind. Beispielsweise
konnen wir VERTEX COVER, DOMINATING SET und, wie wir bereits gezeigt
haben, POWER DOMINATING SET in linearer Zeit 16sen, wenn wir diese Proble-
me auf Bdume einschrinken. Es ist dann natiirlich naheliegend zu fragen, wie
unterschiedlich ein Graph zu einem Baum sein darf, ohne die Eigenschaften zu
verlieren, die es so einfach machen das gegebene Problem zu 16sen. Aus diesem
Grund wurde das Konzept der Baumzerlegung und der damit verbundene Be-
griff der Baumweite von Robertson und Seymour [19] eingefiihrt. Die Baumweite
ist eine Art Maf} inwiefern ein Graph einem Baum &hnelt. Es gelingt hiermit
eine Art Kompromiss zwischen der allgemeinen Definition von Graphen und
der algorithmischen Einfachheit von Biumen zu finden. Im folgenden werden
wir die relevanten Konzepte einfithren und angeben, wie Baumzerlegungen fiir
die Entwicklung eines Fixed-Parameter-Algorithmus verwendet werden kénnen,
um PDS zu 16sen.

5.1 Baumzerlegungen

Ein wichtiges Konzept, welches wir fiir unseren Algorithmus verwenden wol-
len und nun vorstellen, ist die Baumzerlegung wie sie beispielsweise in [5, 14]
beschrieben ist. Zusétzlich werden wir einige grundsétzliche Eigenschaften von
Baumzerlegungen beweisen und eine besonders einfache Form von Baumzer-
legungen betrachten. Beides werden wir fiir die Entwicklung des Algorithmus
brauchen.
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5.1. Baumzerlegungen

Definition 5.1. Sei G(V, E) ein Graph. Eine Baumzerlegung von G ist ein
Paar ({X;|i€1},T), wobei jedes X; eine Teilmenge von V ist, und T ein
Baum ist, dessen Knoten die Elemente aus I sind. Die folgenden Eigenschaften
miissen dann gelten:

LU Xi=V.
2. Fiir jede Kante {u,v} € E gibt es ein i € I, so dass {u,v} C X; gilt.

3. Fiir alle i,5,k € I gilt, falls 7 auf dem Pfad zwischen i und k in T liegt,
X;N X, CXj.

Die X; nennen wir Beutel.
Die Weite von ({X; | i € I},T) ist max{|X;| | i € I} — 1. Die Baumweite von
G ist das kleinste k, sodass G eine Baumzerlegung der Weite k besitzt.

Da unser Algorithmus extensiv von der Baumzerlegungsstruktur Gebrauch
macht, ist es von grofler Wichtigkeit, dass wir fiir einen Graphen eine Baum-
zerlegung effizient berechnen kénnen. Herauszufinden ob ein gegebener Graph
Baumweite k& oder nicht hat, ist damit einer der hauptséchlichen Eckpfeiler, um
fixed-parameter tractability nachzuweisen. Bodlaender [4] zeigt, dass dieses im
allgemeinen NP-vollstindige Problem (S. Arnborg, D. G. Corneil [2]), fixed-
parameter tractable ist. Fiir konstante Baumweite k gibt er einen Linearzeit-
Algorithmus an, dessen konstanter Faktor exponentiell von k abhéngt.

Eine Baumzerlegung mit einer ganz besonders einfachen Struktur wird mit der
folgenden Definition vorgestellt.

Definition 5.2. Eine Baumzerleqgung ({X; | i € I}, T) wird kanonische Baum-
zerlegung genannt, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Jeder Knoten von T hat hochstens zwei Kinder.

2. Wenn ein Knoten i zwei Kinder i und j hat, dann gilt X; = X; = X,
(in diesem Fall heifst i Join Node).

3. Falls ein Knoten ¢ nur ein Kind j besitzt, muss einer der beiden folgenden
Fille gelten:

(a) | X;| =1X;]+1 und X; C X, (in diesem Fall heifit i Insert Node).
(b) | Xi| =|X;| —1 und X; C X; (in diesem Fall heifit i Forget Node).

Es ist nicht allzu schwer eine gegebene Baumzerlegung in eine kanonische
Baumzerlegung umzuformen. Genauer gesagt, gilt Folgendes (siehe [14, Lemma
13.1.3]).

Proposition 5.3. Ist eine Baumzerleqgung der Weite k auf n Knoten fiir einen
Graphen G gegeben, so kann man eine kanonische Baumzerlegung der Weite k
mit O(n) Knoten fir G in O(n) Schritten finden.

Um uns genauer auf die relevanten Substrukturen einer Baumzerlegung be-
ziehen zu koénnen, machen wir folgende Festlegungen: T; sei der Teilbaum von
T der im Knoten ¢ gewurzelt ist. G; ist dann der Subgraph von G, der durch
die Knoten in den Beuteln von T; induziert wird, also G; := G[Ujer, X;]. Im
Weiteren benutzen wir Y;, wenn wir (Ujey (7,)X;) \ X; meinen.

Wir werden noch drei Eigenschaften von kanonischen Baumzerlegungen zeigen,
von denen wir im Weiteren Gebrauch machen werden.
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5.2. Dynamisches Programmieren fiir Graphen beschrinkter Baumweite

Beobachtung 5.4.

1. Fiir alle y € Y; gibt es keinen Beutel Xy, 3 y, sodass © ein Nachfahre von
k in T ist.

2. Sei X, ein Beutel mit Nachfahre X; in T und x € X; \ X;.

(a) Es gibt keinen Beutel Xy, 3 x, so dass k Nachfahre von i in T ist.
(b) Es gibt keine Kante {y,x} € E mit y € Y;.

3. Sei i ein Join Node mit Kindern j und k. Fiir alle vi € Y; und vy € Y,
gilt v1 # vs.
Beweis.

1. Da y € Y; gilt, gibt es einen Beutel X; > y, welcher Nachfahre von X ist.
Angenommen es gibt solch ein X, dann gilt X; N X C X; und damit
y € X;. Widerspruch.

2. (a) Angenommen es gibt solch ein Xy, dann gilt X N X; C X;, also
x € X;. Widerspruch.
(b) Angenommen es gibt diese Kante. Dann gibt es auch einen Beutel X},
mit {z,y} € X,. Nach 1. muss X}, ein Nachfahre von X; sein. Mit
2.(a) wissen wir aber, dass jeder Nachfahre von X; nicht x enthilt.
Widerspruch.

3. Da j Kind von ¢ ist und v; € Y}, so muss es einen Nachfahren w;von ¢ mit
v1 € X, geben. Analog gibt es einen Nachfahren wy von ¢ mit ve € Xy, .
Angenommen v; = ve, dann gilt v1 € X, N Xu,. Da sowohl w; als auch
wy Nachfahren von ¢ sind, gilt X,,, N X, € X; und es folgt v; € X;.
Widerspruch. O

Zur spéteren Laufzeitabschétzung brauchen wir noch die folgenden Feststel-
lung.
Lemma 5.5. Es gilt k! € O(2%").

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es eine Konstante ¢ und ein kg gibt, so dass
;T!Q < c fiir alle k > kg gilt. Dies folgt mit kg = 1, da

K12 k_ k k ko1
S TR T R T
~~
<3

O

5.2 Dynamisches Programmieren fiir Graphen
beschrinkter Baumweite

Im Folgenden wollen wir den bereits erwidhnten FPT-Algorithmus entwickeln.
Als erstes untersuchen wir Gemeinsamkeiten zwischen GSP-Graphen und k-
Terminal Graphen. Wir werden sehen, dass der Losungsansatz fiir GSP-Graphen
auf k-Terminal Graphen direkt iibertragbar ist. Fiir Graphen mit beschrankter
Baumweite wird sich zeigen, dass wir noch weitere Modifikationen vornehmen
miissen.
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5.2.1. GSP-Graphen und k-Terminal Graphen

5.2.1 GSP-Graphen und k-Terminal Graphen

Eine Graphklasse, die zu GSP-Graphen als auch zu Graphen mit beschrankter
Baumweite, eine gewisse Verwandtschaft besitzt, ist die Klasse der k-Terminal
Graphen. Ein Terminal Graph ist ein Triple G(V, E, X), so dass G(V, E) ein
Graph ist und X C V eine Menge, deren Elemente von 1 bis | X | nummeriert
sind. X ist die Terminalmenge von G(V, E, X). Ein Knoten v € V heifit Ter-
minal von G(V, E, X), falls v € X und innerer Knoten von G(V, E, X), falls
v € V\ X gilt. Ein Terminal Graph G(V, E, X) ist ein k-Terminal Graph, falls
|X| = k. Damit stellt ein k-Terminal Graph beziiglich der Terminale eine Ver-
allgemeinerung eines GSP-Graphen dar.

Ahnlich wie bei GSP-Graphen gibt es fiir k-Terminal Graphen eine Opera-
tion, die aus zwei gegebenen einen neuen k-Terminal Graphen erstellt. Falls
G1(V1, E1, X1) und Go(Va, B2, X5) k-Terminal Graphen sind, so ist G1 @ G5 der
Graph, den wir durch die disjunkte Vereinigung von G1(V1, E1) und Gy (Va, E»),
und durch die Identifizierung der j-ten Terminale in X; und X5 fiir alle

1 > 7 > k erhalten.

GSP-Graphen sind eine besondere Form von 2-Terminal Graphen. Aus diesem
Grund gibt es einen analogen Losungsansatz fiir k-Terminal Graphen. In diesem
neuen Kontext betrachten wir anstatt zwei Terminalzusténden ein Zustandstu-
pel (a1,...,a;) mit a; € {I,II,II1,IV,V}. Wir stellen analog zu den GSP-
Graphen eine Tabelle fiir einen k-Terminal Graphen G(V, E, X) auf:

Te(ar, .. ak, Pros oo Py Py oo Pok)

Die Bedeutung, die dahinter steckt, ist geradewegs analog: In jedem Eintrag
finden wir die kleinstmogliche Grofle einer partiell Giiltigen Ausrichtung fiir
G, so dass am j-ten Terminal Zustand a; herrscht, und, dass fiir alle p € P;;
ein Pfad der Klasse p vom Knoten i zum Knoten j verlduft. Wenn wir fiir
einen k-Terminal Graphen beziiglich der Operation @ einen Parse-Tree besit-
zen, so konnen wir eine Giiltige Ausrichtung mit kleinstmoglicher Bezugsmen-
ge wie folgt finden: Fiir jedes Blatt generieren wir die Tabelleneintrige durch
vollstdndige Suche. Danach traversieren wir den Parse-Tree wieder Bottom-
Up. Fiir jeden inneren Knoten des Parse-Trees kénnen wir die Tabelleneintrége
mit nur kleinen kanonischen Abwandlungen wie bei den GSP-Graphen aus den
Losungen der Kindern bestimmen. Sind wir bei der Wurzel angelangt, so ist die
Losung, ganz in Korrespondenz zu GSP-Graphen, der kleinstmdgliche Eintrag,
sodass a; € {I,II,IV}. Die hauptsiichliche Komplexitéit hiingt hierbei von der
Initialisierung der Blatter durch vollstéindige Suche ab.

Lésst sich diese Idee fiir Graphen mit Baumweite k& weiterentwickeln? Auch in
diesem Fall besitzen wir einen Baum 7" den wir Bottom-Up traversieren kénnen.
Ebenfalls konnte man fiir die Blatter mit vollstdndiger Suche alle Losungen fiir
diese ermitteln. Wir wollen uns aus Griinden der Einfachheit auf kanonische
Baumzerlegungen festlegen. Betrachten wir insbesondere einen Join Node X;
mit Kindern X; und X;. Man kann sich jetzt figurativ diese Situation so ausma-
len, dass X; dadurch entsteht, dass die Knoten in X; und X} miteinander identi-
fiziert werden. Doch da gibt es einen grofien Unterschied zu k-Terminal Graphen.
Fiihren wir die Operation G1 @ G2 fiir zwei k-Terminal Graphen G1(V1, E1.X1)
und Go(Va, Fa, X2) durch, werden nur die entsprechenden Terminale der beiden
Graphen miteinander identifiziert. Die Kanten und restlichen Knoten ergeben
sich durch disjunkte Vereinigung. Insbesondere gilt £1 N Ey = 0. Im Falle des
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5.2.2. Zustande fiir die Beutel

Join Node X; gilt fiir die Kinder X; und X}, aber E(X;) N E(Xy) # 0. Es wer-
den hier also nicht nur Knoten identifiziert, sondern auch Kanten. Dann ist es
aber auch schnell einsehbar, dass die Terminalzustédnde hier ein unzureichendes
Konzept darstellen. Sie sagen ja nichts iiber den Zustand der Kanten aus. Es
darf beispielsweise nicht sein, dass fiir eine Kante e € E(X;) bzw. e € E(Xy)
bezogen auf X; dann e € F, und bezogen auf X, dann e € F; gilt. Wir miissen
deswegen auch die Ausrichtungen der Kanten als Zusténde in Betracht ziehen.

5.2.2 Zustinde fiir die Beutel

Wir wollen nun einen ungerichteten zusammenhingenden Graph G(V, E) mit
V :={v1,vs,...,v,} und eine kanonischen Baumzerlegung ({X; | i € V(T)},T)
fiir G mit Baumweite k betrachten. Wir werden in unserem Algorithmus den
Baum 7', &hnlich wie den Parse-Tree eines GSP-Graphen, auf Bottom-Up-Weise
traversieren. Wahrend dieses Prozesses werden wir fiir jeden Beutel X; die mogli-
chen GA’s fiir G; berechnen. Dabei miissen gewisse Zusténde respektiert werden.
Ein Zustand von X ist eine Kombination aus Zusténden fiir alle geordneten Paa-
re von Knoten aus X;, Zustéinden von Knoten in X; und Zusténden fiir Kanten
aus G[X;].

Wenn wir im Laufe des Algorithmus einen Beutel X; bearbeiten, dann gibt
es, dhnlich wie bei dem Algorithmus fiir GSP-Graphen, wieder Knoten in Gj,
die wir im weiteren Verlauf nicht mehr betrachten werden. Dies sind genau die
Knoten in Y;. Die Knoten die wir momentan betrachten sind die in X;. Einige
von ihnen werden eventuell auch in nachfolgenden Schritten betrachtet, andere
nicht. Fiir die Knoten in Y; miissen entweder bereits die Eigenschaften fiir ei-
ne GA vorhanden sein oder wir kénnen sie mittels Knoten aus X; in spéteren
Schritten noch sicherstellen.

Um mit einem Dynamic-Programming-Ansatz auf T eine Losung fiir G be-
stimmen zu konnen, miissen wir fiir jeden Knoten ¢ € T mit Beutel X; eine
konstante Menge von relevanten Teillosung berechnen. Es ist nun entscheidend
wie die Struktur dieser Teillosung ist. Im Fall eines GSP-Graphen, sahen wir
bereits, dass diese Teillosungen 2-PGA’s der Subgraphen von G waren, die zu
den Knoten im Parse-Tree PT(G) korrespondieren.

Proposition 5.6. Sei ({X; |i € I},T) eine Baumzerlegung fiir einen Graphen
G. Sei D eine kleinstmdgliche GA fiir G. Ist D; := D[T;] , so ist D; eine {-PGA
mit V;, = X;, Vo =Y, und | X;| = L.

Beweis. Mit Beobachtung 5.4 2b) ist uns bekannt, dass es zwischen D[Y;] und
DIV(T) \ V(T;)] keine Kanten gibt. Ein Knoten y € Y; hat dann in D und in
DJY;] denselben Grad und da D eine GA ist muss indegr,(y) = 1 in beiden
Féllen gelten. Fiir Knoten € X; kann es in D aber Kanten zu Knoten u €
DIV(T)\V(T;)] geben. Aus diesem Grund kann es sein, dass die Knoten in X; in
D, eventuell eine Kante (u,z) € F, verloren haben. Deshalb muss indegr, (z) <
1in D; gelten. Da D keinen alternierenden Kreis enthélt, muss y in D auf einem
Observationspfad liegen, der in einen Knoten u € A entspringt. In D; ist dieser
Observationspfad entweder vollstéindig enthalten oder unterbrochen und endet
in einem Knoten aus X;. Also ist D; eine /-PGA wie behauptet. O

Wir werden also fiir einen Knoten ¢ in T' wieder ¢-partiell Giiltige Ausrich-
tungen erstellen, wobei im Weiteren immer ¢ = |X;| und V;, = X; und Vy = Y]
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5.2.2. Zustande fiir die Beutel

gelten. Da |X;| < k sprechen wir immer von k-partiell Giiltigen Ausrichtun-
gen (k-PGA). Gleichsam wie 2-PGA’s fiir GSP-Graphen, werden wir k-PGA’s
beziiglich ihrer Pfadklassen zwischen zwei Knoten aus X; und der Zusténde der
Knoten aus X; unterscheiden. Zuziiglich miissen wir k-PGA’s noch hinsichtlich
der Ausrichtung der Kanten aus E(X;) differenzieren. Aus algorithmischer Sicht
bedeutet dies, dass es fiir jeden Knoten i € T eine k-PGA fiir G; gibt, die Teil der
kleinstmoglichen GA fiir G ist. Wir miissen also fiir einen Knoten i in 7' k-PGA’s
fiir G; berechnen, die wir nur durch Knotenzustéinde, Knotenpaarzustéinde und
Kantenzustinde unterscheiden miissen. Wenn wir eine k-PGA D(V, F') haben, so
wollen wir im weiteren Verlauf D[Y;] beziiglich jeweils zweier Knoten u,v € X;
untersuchen. Um Notation verkiirzen zu kénnen, soll fiir eine Teilmenge Y C V
und zwei Knoten u,v € X; D (Y, u,v) := (Y U{u,v}, FY U{u}) UF(Y U{v}))
gelten.

Der entscheidende Punkt wiahrend der Dynamischen Programmierung ist, dass
wir die alternierenden Kreise in k-PGA’s D; fiir G; finden. In der induzierten
k-PGA fiir D,[X;] koénnen wir mittels vollstdndiger Suche alle alternierenden
Pfade finden. Da X; hochstens k& Knoten besitzt, ist die Zeit die wir hierfiir
brauchen exponentiell in k beschriankt. Das Finden von alternierenden Kreisen,
die teilweise in D; (Y;, u,v) liegen, fiir Knoten w,v € X; mit u # v, benotigt
Information iiber die Existenz von alternierenden Pfaden zwischen w und v in
D; (Y;,u,v). Ganz analog zu GSP-Graphen reicht es hierfiir aus, sich die Pfad-
klassen von w nach v bzw. v nach w in D; (Y;,u,v) zu merken. Von nun an
bezeichnet D; immer eine k-PGA fiir G;.

Definition 5.7. Sei X; = {%;,,...,z;, } ein Beutel in einer Baumzerlegung
{Xi|ieV(T)},T). Fin Knotenpaarzustand fir X; ist eine Funktion
2xpp A,z PP\ {(v,0) [ve X} — P({1,...,4}).

Ein Knotenpaarzustand zx,., gibt alle Pfadklassen zwischen zwei verschie-
denen Knoten u,v € X; einer k-PGA D; in D; (Y;,u,v) wieder. Da |X;| < k
gilt und {1,...,4} 16 Teilmengen enthélt, so gibt es maximal 16** Knoten-
paarzustinde. Da wir die alternierenden Pfade in D;[X;] durch vollstindige
Suche ermitteln, kénnen wir mit Hilfe dieser Informationen alle alternierenden
Kreis finden, deren eine Hilfte in D;[X;] und deren andere in D; (Y;,u,v), mit
u,v € X;, liegt.

Wie eingangs bereits erwdhnt, miissen wir auch die Orientierung der Kanten in
E(X;) beachten. Da es fiir jede Kante in einer Ausrichtung drei Moglichkeiten
gibt, definieren wir folgendes:

Definition 5.8. Sei X; ein Beutel in einer Baumzerlegung ({X; |i € V(T)},T)
mit E(X;) = {ei,,--.€i, } und e;; = {u;;,vi;}. Bin Kantenzustand ist dann
eine Abbildung zx,.c : E(X;) — {wi, viy, 0y Wiy s .., U; Wiy s Vi, Uiy s L}, wobei
fiir alle e;; gilt zx,.c(e:;) € {wi;vi;,vi;ui;, L}.

m

Wenn wir nachfolgende Semantik fiir alle e;; € E(X;) festlegen, so reprisen-
tiert zx,.. die induzierte k-PGA in D;[X;] fiir eine k-PGA D;:

O zx,:.e(ei;) = ug,vi;: eq; ist von u,; nach v;; ausgerichtet.
O zx,:.e(ei;) = vi;us;: eq; ist von v;; nach u;, ausgerichtet.

a in:e(ez‘j) = L: e ist von u;; nach v;; als auch von v;; nach u;; ausge-
richtet.
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5.2.2. Zustande fiir die Beutel

Da fiir einen Beutel X; immer |E(X;)| < k? gilt und jede Kante auf drei Arten
ausgerichtet werden kann, gibt es maximal 3F* Kantenzustéinde fiir X;.

Wenn wir k-PGA’s durch ihre Kantenzustdnde unterscheiden und sie als re-
levantes Merkmal speichern, so kénnen wir auch fiir alle Knoten z € X; die
inzidenten Kanten aus E(D;[X;]) N F, und E(D;[X;]) N F, fiir eine k-PGA D;
bestimmen. Wir wissen allerdings nichts iiber die zu x inzidenten Kanten aus
E(D;[Y;U{z}]), wenn die Knoten in ¥; in keiner Weise als Unterscheidungsmerk-
mal fiir k-PGA’s dienen sollen. Die Kanten aus E(D;[Y; U{x}]) sind im besonde-
ren bei einem Join Node 7 mit Kindern j und k von Interesse. Denn hier findet
fiir alle Knoten in den Beuteln X; und X} eine Knotenidentifikation mit ihrem
jeweils korrespondierenden Knoten im anderen Beutel statt. Fiir einen Knoten x
miissen wir Information tiber E(D;[Y;U{z}])NF, und E(Dy[YrU{x}])NF, spei-
chern, damit nach der Knotenidentifikation in G; keine der geforderten Gradbe-
schrankungen an einen Knoten in einer k-PGA verletzt ist. Zum Beispiel wenn
(v1,2) € E(D;[Y; U{z}]) N F, und (v, x) € E(Dy[Y, U{z}]) N F, fiir k-PGA’s
D; und Dy, fir G; und Gy gilt. Setzen wir D;[X;] = Dy[X;] noch voraus, so
kénnen wir eine Ausrichtung D; fir G; generieren: D;(V(G;), E(D;) U E(Dy)).
Dann wiirde aber indegp,(x) > 2 gelten. Dieser Umstand kann auch spéter
nicht mehr riickgéingig gemacht werden, da die Kanten (vi,x) und (ve,x) nie
mehr betrachtet werden. Um dies zu verhindern, reicht es, wenn wir folgende
fiinf Knotenzusténde unterscheiden und als Information iiber D;[Y;] speichern.

Definition 5.9. Sei X; = {zi,,...,z;, } ein Beutel in einer Baumzerlegung
{XiieV(T)},T). Fin Knotenzustand ist dann eine Abbildung

2xt P A{Ziys oo Ty, b — {1, ..., V} mit folgender Semantik fiir alle z;; € X; in
einer k-PGA fiir G;:

zx;:t(wi;) = I : Es gibt genau eine Kante (v1,x;;) € Fy mit vy € Y; und keine
Kante (z;;,v2) € Fy mit va € Y.

zx;:t(xi;) = II : Es gibt genau eine Kante (vi,x;,) € Fy und eine Kante
(wi;,v2) € Fy mit vi,v2 €Y.

zx;:t(xi;) = 111 : Es gibt weder (vi,x4;) € Fy noch (xi;,v2) € Iy mit v1,v2 €
Y;.

2x;:t(wi;) = IV :x;, gehort zur Bezugsmenge und es gibt keine Kante (v1,x;,) €
F, mit vy €Y.

zx;:t(wi;) =V : Es gibt genau eine Kante (x;;,v2) € Fy mit vy € Y; und keine
Kante (vi,2;;) € Fy mit vy €Y.

Fiir jeden Knoten = € X; gibt es fiinf Zustinde. Mit |X;| < k gibt es dann
fiir X; maximal 5* Knotenzustinde.
Die Knoten-, Kanten- und Knotenpaarzustéinde sind die Informationen, die wir
fiir einen Beutel und dessen k-PGA’s speichern miissen. Deshalb fassen wir diese
drei Aspekte zusammen.
Definition 5.10. Sei X; = {z;,,...,®;, } mit E(X;) = {ei,,..., e, } ein Beu-
tel in einer Baumzerleqgung ({X; |1 € V(T)},T). Ein Zustand fiir einen Beutel
X; ist dann eine Abbildung
zi{xiy, . m, P\ {(v,0) [ve XiJUEB(X;) UX; —

T({l, cee 74}) @] {uilvil,viluil, ey Ug i’l}imi y ’Uimi’uimi , L} @] {17 ey V}

m
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wobei gilt

Zx,p() s € {ziy, . mi, P2\ {(v,0) | v e X3}
zx, () = ¢ zxe(z) 2 € B(X;)
zx; () 1z e X;

Mit dem Wissen iiber die einzelnen Anzahlen der Kanten-, Knoten- und

Knotenpaarzustinde ldsst sich folgern, dass es maximal 16%° . 3%” . 5 Beutel-
zustéinde fiir einen Beutel X; gibt.
Wenn wir im Folgenden davon sprechen, dass eine k-PGA D; fiir G; einen Zu-
stand zx, respektiert, dann bedeutet dies, dass D; die zu zx, entsprechende
Kantenausrichtung, die entsprechenden Pfadklassen zwischen zwei Knoten aus
X; und die entsprechenden Knotenzusténde beziiglich X; aufweist. Bemerkens-
wert ist auch, dass jede k-PGA fiir GG; einen Beutelzustand zx, fiir X; festlegt.
Wichtig ist ebenfalls, dass wir k-PGA’s fiir G; nur anhand des Zustandes, den
sie respektieren, unterscheiden wollen. Denn ist D} eine k-PGA fiir G;, die Zu-
stand zx, respektiert, und Teil der kleinstmoglichen Losung fiir G ist, so kann
D} durch jede weitere k-PGA D?, die zx, respektiert und eine gleich grofie Be-
zugsmenge hat, substituiert werden. Das Resultat der Substitution ist auch eine
kleinstmogliche GA fiir G. Wenn wir nun fiir jeden Beutel X; fiir alle méglichen
Beutelzusténde zx, die kleinstmogliche k-PGA fiir G;, die zx, respektiert, be-
stimmen, so halten wir die Bausteine fiir die Losung von GAKB fiir G in den
Hénden.

5.2.3 Aufbau und Initialisierung der Tabelle

Ein Zustand zx, beinhaltet also jegliche Information mit Hilfe derer wir entschei-
den konnen, inwiefern eine k-PGA D; fiir G;, die zx, respektiert, in einer Losung
fiir G verwendet werden kann. Jede weitere k-PGA D] fiir G;, die ebenfalls zx,
respektiert und deren Bezugsmengengrdfie mit der von D; iibereinstimmt, kann
D; in einer Losung fiir G substituieren.
Wir stellen also eine Tabelle T'x, fiir jeden Beutel X; in einer Baumzerlegung
T auf, die mit einem Beutelzustand zx, indexiert wird. Dabei soll fiir einen
Eintrag Folgendes gelten:

Tx,(zx,) = min {|A]: 3 k-PGA beziiglich A fir G;, die zx, respektiert}

ACV(Gi)

Da wir einen Bottom-Up-Ansatz auf T' verfolgen, miissen wir zunéchst die In-
itialisierung der Blatter von 7' kldren. Richten wir nun unser Augenmerk auf
einen Beutel X; der ein Blatt in T ist. Fiir X; gibt es 16*” - 35" - 58 mogliche
Zusténde. Doch fiir viele unter diesen Zustidnden lésst sich keine k-PGA fiir X
finden, welche den entsprechenden Zustand respektiert. Da X; ein Blatt ist, gilt
Y; = ). Somit gibt es auch keine Kanten zwischen X; und Y;. Also gibt es fiir alle
Beutelzustéinde zy;,, fiir die es ein € X; mit zx,(x) # II] und zx,(z) # IV
gibt, keine k-PGA, welche zx, respektiert. Ebenfalls folgt dann fiir u,v € X;
und jede k-PGA D;, dass D; (Y;,u,v) = ({u,v},0) gilt. Somit kann es keine
alternierenden Pfade zwischen u und v in D; (Y;,u, v) geben. Deswegen existiert
fir jeden Beutelzustand zx,, fiir den es Knoten u,v € X; mit zx, (u,v) # 0
gibt, auch keine k-PGA, die zx, respektiert.
Jeder Zustand legt auch eine Ausrichtung der Kanten in E(X;) fest. Seien F'(X;)
diese Kanten. Damit es eine k-PGA gibt, die zx, respektiert, muss fiir jeden
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Knoten x € X; mit zx,(x) = III in dieser Ausrichtung indegp,nr(x,)(r) <
1 und outdegp,np(x,)() < 1 und fiir Knoten 2/ € X; mit zx,(2') = IV
indegr,nr(x,)(x) = 0 innerhalb von G[X;] gelten. Ebenso diirfen keine alter-
nierenden Kreise in G; vorkommen. Ersteres kénnen wir dadurch ermitteln,
dass wir die Nachbarschaft jedes Knotens betrachten. Dies benétigt nur O(k?)
Schritte. Die alternierenden Kreise in G; detektieren wir, indem wir alle in
G; enthaltenen Kreise explizit aufzihlen. Wir konnen die alternierenden Krei-
se finden, indem wir alle geordneten Teilmenge aus Knoten in X; betrachten.
Ist S = (s,,...,%s ) solch eine geordnete Menge, dann stellt z,,...,zs,, s,
einen Kreis dar. Umgekehrt ist auch jeder Kreis in GG; durch solch eine geordnete
Menge beschreibbar. Wenn wir alle diese Mengen betrachten und die korrespon-
dierenden Kreise darauf testen, ob sie alternierend sind, so finden wir auch alle
in G[X;] enthaltenen alternierenden Kreise. Es gibt nicht mehr als Zf:o (lf) un-
geordnete Teilmengen von X;. Jede dieser ungeordneten Teilmengen mit Grofle
i steht fiir ¢! geordnete Teilmengen. Insgesamt miissen wir dann Zf:o (]f) - !
viele geordnete Teilmengen von X; inspizieren. Da aber gilt

k . k . k k
> im0 (lf) =300 z’(kk—Lz)' =K1Y % <Ko % < 2kl

kann dies pro Zustand in O(k!) Zeit geschehen. Da es 16%".3%" .5 Beutelzustinde
zx, gibt, konnen wir also festhalten, dass ein Blatt in Zeit 0(16’“2 . 3K .5k
k!) initialisiert werden kann. Weiter hat eine kanonische Baumzerlegung O(n)
Beutel und deshalb geschieht die Initialisierung aller Beutel in 0(16’C2 3K .5k
k!-n) Schritten. Im Weiteren verwenden wir die Notation valid(G[X,], zx,), um
eine Prozedur zu bezeichnen, die entscheidet ob die Kantenausrichtung, die zx;,
festlegt, eine giiltige k-PGA mit V;, = X; und Vy = 0 fiir G[X;] darstellt. Fiir
jeden Zustand zx, setzen wir dann T, (zx,) := oo falls gilt

(Fr e X, :zx,(x) g {II1,IV})V (Fu,v € X; : zx,(u,v) £ 0)
Voalid(G[X;], zx,) = ‘false’).

Fiir alle Zusténde, die dies nicht erfiillen, miissen wir die Knoten zihlen, die
in der Bezugsmenge sind, um den korrekten Tabelleneintrag zu generieren:

Tx,(2x;) = {z | v € Xi, zx,(x) = IV}
Wir kénnen also folgendes festhalten:
Lemma 5.11. Die Initialisierung der Tabelleneintrdge der Blitter von T bendtigt
O(16%" - 3% . 5%kl . n) Schritte.
5.2.4 Aktualisierungsprozess

Nach der Initialisierung der Blétter besuchen wir die Beutel der Baumzerlegung
auf Bottom-Up-Weise, bei den Bléittern beginnend bis zur Wurzel. In jedem
dieser Schritte miissen wir die entsprechenden Tabelleneintrége fiir einen Beu-
tel X; generieren. Wie wir dies tun ist davon abhéngig ob X; ein Join, Insert
oder Forget Node ist. Generell miissen wir fiir jeden Beutelzustand zx, fiir X;
Folgendes tun:

O I"Jbelrplmiife7 ob die durch zx, induzierte Kantenausrichtung eine k-PGA
von G[X;] darstellt.
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O Berechne die Menge Z*%: des ‘passenden‘ Beutelzustandes (bzw. Beutel-
zustandspaare) des Kindbeutels X; (bzw. der Kindbeutel X; und X}). Die
formale Definition von passend miissen wir noch jeweils fiir Join, Insert
und Forget Nodes angeben.

O Uberpriife hierfiir jeden passenden Beutelzustand zx, € Z*%i (bzw. jedes
Beutelzustandspaar), ob eine k-PGA fiir G, die zx, respektiert, eine k-
PGA fiir G; ist, die zx, respektiert.

0 Basierend auf den hierdurch ermittelten Tabelleneintrdgen der Beutel-

zusténde (bzw. Beutelzustandspaaren) in T'x;, berechne die Eintréige fiir

Tx,.

Wir werden fiir Join, Insert und Forget Nodes angeben wie, wir dies erreichen
wollen.

Insert Nodes

Sei also i ein Insert Node mit Kindknoten j. O.b.d.A. ist es uns moglich X; =
{wiy, @i, 2} und X; = {wy,,..., 7, } vorauszusetzen. Wir wollen nun
Z*%i, die Menge der ‘passenden’ Zusténde, fiir jeden Zustand zx, fiir X; er-
mitteln. Mit Beobachtung 5.4 wissen wir, dass zwischen dem Knoten x und
jedem Knoten aus Y; keine Kante in G besteht. Da Y; = Y; gilt, folgt selbi-
ges auch fiir Y;. Haben wir einen Zustand zx, und es gilt zx,(x) # III und
zx,;(x) # IV oder gibt es ein v € X, mit zx, (v, z) # 0 oder zx, (z,v) # 0, dann
ist dies nicht zu rechtfertigen. Denn damit dies gilt, muss es mindestens eine
Kante zwischen z und einem Knoten in Y; geben. Aus diesem Grund setzen wir
fiir Zustédnde zx,, die

(valid(G[X;], zx,) = ‘false’) V (zx,(x) € {III,IV})
V(Fv € Xj @ zx, (z,0) # 0V zx, (v, z) # 0)

erfiillen, Z*X: := ().

Jede k-PGA fiir G; ist beschrankt auf G; ebenfalls eine k-PGA. Wenn es also
fiir einen Zustand zx, eine k-PGA auf G; gibt, die zx, respektiert, so gibt es
auch mindestens einen Zustand zx, fiir G, der mit zx, auf G; eingeschrénkt
iibereinstimmt und die entsprechende k-PGA fiir Gy, die zx, respektiert. Aus
diesem Grund definieren wir fiir alle Zusténde zx, mit

(valid(G[Xi], zx;) = ‘true’) A (zx,(x) € {I1I,IV})
ANVv € X : zx, (v,2) =0, z2x,(z,v) = 0),

Z#xi = {zx, | Ve € E(Gy) : zx,(e) = zx,(e), Yv € Xj : zx,(v) = zx; (v)

Vu,v € Xj: zx, (u,v) = zx, (u,v)}

Jeder Zustand zx, induziert auf G; eine Ausrichtung R;. Falls R; auf G;
eine k-PGA D; ist, ist die schwierigste Aufgabe nun herauszufinden, ob R;
auf G; immer noch eine k-PGA ist, die zx, respektiert. Hierzu miissen wir die
Kantenzustinde der Kanten, die zu z in G[X;] inzident sind, untersuchen. Die
Anforderungen an eine k-PGA konnen entweder durch einen Nachbarn von x
oder durch einen alternierenden Kreis, der x enthélt, verletzt werden. Wenn R;

82



5.2.4. Aktualisierungsprozess

aufgrund eines Nachbarknotens v von x keine k-PGA fiir G; ist, dann weil v
eine der Gradrestriktionen nicht einhélt. Beispielsweise, wenn zx; (v) = II gilt
und es eine Kante (z,v) € E(R;) N F,, gibt. Dann folgt indegp(r,nr, (v) > 2.
Indem wir die inzidenten Kanten in F(G[X;]) und den Knotenzustand jedes
Nachbarknotens v von x anschauen, kénnen wir feststellten wieviele Kanten aus
F, N E(R;) inzident zu v sind. Damit kénnen wir iiberpriifen, ob hierdurch eine
Verletzung statt gefunden hat. Genauer gesagt, muss fiir jeden Knoten v € X;
folgendes gelten:

O Falls zx, (v) = IV, dann muss indegp,ng(r,)(v) = 0 gelten.

0 Falls zx, (v) # IV, dann muss indegp, ng(r,)(v) < 1 und
outdegr,np(r,)(v) < 1 gelten.

Um dies zu garantieren, miissen wir nur die Knoten, die in G[X;] die Nachbarn
von z sind, betrachten. Falls dies fiir einen Knoten v erfiillt ist, notieren wir
dies mit dres(v) = 0.

Wenn valid(G[X;], zx,) = ‘true‘ gilt, kann es innerhalb von R;[X;] keinen
alternierenden Kreis geben. Ein alternierender Kreis in R;[Ucey (1) Xc] kann
nur dadurch zustande kommen, dass er durch einen alternierenden Pfad P in
R;[X;], zwischen Knoten u,v € X; verlduft, und einem alternierenden Pfad in
D(Y;,u,v) gebildet wird, der ebenfalls zwischen u und v verlduft. P muss den
Knoten x enthalten, denn sonst ist P auch in Ri[UCGV(T].)XC] enthalten und
derselbe alternierende Kreis entsteht. R; ist aber auf GG; eine k-PGA und kann
deshalb diesen alternierenden Kreis nicht enthalten. Wir miissen also noch fiir
alle Knoten u,v € X alle alternierenden Pfadklassen in R[X;] zwischen u und
v ermitteln, die x enthalten. Indem wir wieder alle geordneten Teilmengen von
X; betrachten, konnen wir diese Pfade durch vollstdndige Suche identifizieren.
Denn wenn (zs,, . . ., s, ) solche eine Menge ist, dann ist (zs,, ..., zs,) ein poten-
tieller alternierender Pfad in R;[X;]. Die vollstédndige Suche ist dann wieder in
O(k!) Schritten zu bewerkstelligen. Auf die alternierenden Pfadklassen in R;[X;]
zwischen Knoten u,v € X, die x enthalten, beziehen wir uns mit

Dy {zil,...,zini}Q\{(v,v) lve X;}—P({1,...,4}).

Hiermit sind wir dann auch in der Lage, die Menge der Zusténde zx, von G;
zu bestimmen, die ebenfalls auf G; eine k-PGA besitzen:
L*% = {zx, € Z?% | Vv € X; s dres(v) = 0, Yu,v € X :

pz(uvv) dp 2¢ (U,U) 7£ T}
L#*: enthilt alle zx, fiir G, die auf G; identisch zu zx; sind, falls es auf G; eine
k-PGA gibt, die zx, respektiert. Hiermit sind wir nun in der Lage die Eintrége
fiir T'x, (zx,) fiir alle Zusténde zx, fiir G; zu berechnen:

TXi (in) = min (TXj (ZXj) + fzxi (I))

z .
ZXjEL Xi

foo) = { giimt) =Y

Die Funktion f., gibt gerade an, ob z in der Bezugsmenge ist oder nicht. Zu
beachten ist noch, falls L**: = () gilt, dass wir T, (zx,) := oo setzen.
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Lemma 5.12. Um die Tabelleneintrdge fiir einen Insert Node X; mit Kind X;
2u generieren brauchen wir O((16%” - 3¥° - 5%)2 . k2) Schritte.

Beweis. Fiir jeden Beutelzustand zx, fiir X; miissen wir valid(G[X;], zx,) auf-
rufen und die Funktion p, berechnen, welches zusammen in O(k!) Schritten zu
bewerkstelligen ist. In O(k?) Schritten ermitteln wir dres. Die beiden genannten
Aufgaben lassen sich dann fiir alle Beutelzustéinde zx, in O(16% - 35 . 52 . k)
Schritten erledigen. Da gilt |ZX:| < 16 - 3*" . 5% und wir fiir jeden Zustand
zx, O(k?) Schritte bendtigen um zu entscheiden ob zx, zu Z*¥i gehort, ist
der Aufwand fiir all zx, in O((16%" - 3%" - 52)2 - k?). Ebenso gilt | U, L¥| <
(16*" . 3** . 52)2. Um die Eintréige fiir T, zu berechnen, miissen wir fiir jedes
zx; alle Elemente in L*X: betrachten. Dies benttigt dann eine Zeitkomplexitét
von O((16%" - 3% . 52)2). Mit Lemma 5.5 wissen wir, dass 165" - 3% .52 . kl €
O((16%" - 3" . 52)2 . k2) womit die Behauptung folgt. O

Forget Nodes

Sei 7 nun ein Forget Node mit Kind j. O.B.d.A. gilt X; = {z;,,...,2;,, } und
X; = {®i,,..,zi, v} Fiir jeden Zustand berechnen wir wieder die Menge
Z**i der passenden Beutelzusténde zx, von X;. Dies beziiglich sagen wir, dass
zx, passend zu zy, beziiglich eines Knotens v € X ist, falls einer der folgenden
Punkte gilt:

=zx, (V) A (({z, v} € E) Vv ({z,v} € ENzx;({z,0}) = 1))
= I Az, (v) = IIT A ({20} € B A zx, ({z,0}) = 2v)

(v) =ITAzx,(v) =T A ({z,0} € E A zx, ({z,v}) = vz)

v) =TT A zx,(v) = V A ({20} € B A zx, ({2, 0}) = 2v)

5. zx,(v) = IV AN zx,(v) = IV A ({z,v} € EA zx,({z,v}) = vx)

6. zx,(v) =V Azx,(v) = III AN ({z,v} € EAzx,({z,v}) = vx)

Eine Bedeutung ldsst sich hieraus ableiten, wenn man bedenkt, dass z € Y; gilt.
Das heifit, dass fiir jeden Knoten v € X fiir den x ein Nachbar in G[X] ist, =
kein Nachbar in G[X;] ist. Das kann zur Folge haben, dass v zu einer weiteren
Kante aus F,, inzident ist, so dass als Endknoten x in Y; zu finden ist. Die mogli-
chen Kanten hier sind (x,v) und (v, z). Dementsprechend #ndert sich auch der
Knotenzustand fiir v in X;. Ist die Kante {z,v} jedoch ungerichtet in 2X;, SO
bleiben die Zusténde gleich, da zu v keine, im Vergleich zu X ;, weitere Kante aus
F, mit Endknoten in Y; inzident ist. In Punkt 3 beispielsweise gilt zx, (v) = 1.
Wenn es eine Kante {z, v} gibt, so verbindet sie beziiglich X; den Knoten v mit
einem Knoten aus Y;. Bezogen auf X; liegt diese Kante aber noch in E(X}).
Wenn nun zx,({z,v}) = vz fir eine existente Kante {x,v} gilt, so bedeutet
dies, dass in X; im Vergleich zu X; eine weitere gerichtete Kante zwischen X;
und Y; existiert. Da zx; (v) = I gilt, gibt es in X; bereits eine gerichtete Kante
(v',v) mit v" € Yj. Da auch v’ € ¥; gilt, muss dann zx, (v) = I folgen. Analoge
Uberlegungen fiihren zu den Ausdriicken, die in den weiteren Punkten zu finden
sind.
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Wenn fiir alle v € X; der Zustand zx, passend zu zx, beziiglich v ist, so wollen
wir 2x, ~ 2Xx, schreiben.

Hiermit haben wir festgelegt, welche Zusténde zx; beziiglich der Knotenzusténde
zu zx, passen. Wir miissen nun Uberlegungen anstrengen, was passend beziiglich
der Knotenpaarzustdnde bedeutet. Klar ist wegen Y; = Y; U {z}, dass fur
u,v € X; immer zx; (u,v) C zx, (u,v) gilt. Da aber nun x € Y; gilt, ergibt die
S1-Konkatenation einer Pfadklasse aus zx; (u, z) mit einer aus zx, (x,v) eventu-
ell eine weitere Pfadklasse zwischen v und v in D;(Y;, u, v), wenn D; eine k-PGA
ist die zx, respektiert. Ebenfalls gilt nun fiir jede Kante {v, 2} mit v € X;, dass
sie ein alternierender Pfad zwischen v und x in D,(Y;,u,v) ist. Fiir zwei Nach-
barn w,v von z in G[X;] ist es nun mdoglich, dass sie in D;(Y;, u,v) durch einen
alternierenden Pfad mit zwei Kanten, der x enthélt, verbunden sind. In dem wir
in G[X,] wieder durch vollstindige Suche alle alternierenden Pfade aufzihlen,
die zwischen zwei Knoten u,v € X verlaufen, kénnen wir auch diese in O(k!)
Schritten ermitteln. Mit

Pa AT,z 2} \ {(v,0) v e X} = P({1,...,4})

nehmen wir auf die Pfadklassen zwischen u,v € X; Bezug, so dass die korre-
spondierenden Pfade nur Kanten aus E(X;) \ E(X;) besitzen und z enthalten.
Wir miissen auch diese Pfade in Betracht ziehen, da sie in D;(Y;, u, v) verlaufen
und nicht in D;(Y;,u,v) .

Beziiglich eines Knotenpaares (u,v) ist der Zustand zx; zu zx, dann passend,
falls gilt

zx, (u,v) =zx; (u,v) U (2x, (u, 2) As1 2x; (2,v)) Upa(u,v)
U(zx; (u, ) Asi pa(z,v)) U (pa(u, 1) Asi zx, (z,v)).

Wenn beziiglich aller Knotenpaare u,v € X; ein Zustand zx; passend zu zx;
ist, so schreiben wir zx, < 2x;.

Hiermit kénnen wir die Menge Z*: aller zu zx, passenden Zusténde zx; er-
stellen:

77 ={zx; | Ve € B(X;) : zx,(e) = zx,(e), zx, ~ 2x,, 2x, < 2X;}-

Da z € Y; gilt, wird z im weiteren Verlauf nach Beobachtung 5.4.1 nie wie-
der betrachtet werden. Aus diesem Grund muss garantiert sein, dass die Ei-
genschaften einer k-PGA nicht durch = verletzt werden. Da nun z € Vy gilt,
muss der Knoten x also entweder in der Bezugsmenge sein oder aber es muss
indegp,np(r,)(z) = 1 gelten. Damit kénnen wir die Menge der Zusténde L*X
aufstellen, die Losungen darstellen:

L*% = {zx, € Z*Xi

zx,(x) = IV oder indegp,np(r,)(z) = 1}.

Fiir alle zx; € L*X: gibt es eine k-PGA auf G, die zx, respektiert, und auf G;
den Zustand zx, respektiert. Wenn wir diese Menge haben, konnen wir sofort
die Eintrége fiir T, berechnen:

Tx, (ZX1) = mlnz (TXj (ZXj))'
ZXjEL Xi
Weiterhin zu beachten bleibt, dass wir Tx,(zx,) := oo setzen, falls L*X: = ()

gilt.
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Lemma 5.13. Um d2ie TaQbellenemtr('ige fiir einen Forget Node X; zu generieren
brauchen wir O((16%" - 3% . 52)2 . k2) Zeit.

Beweis. Um die Abbildung p, fiir alle Beutelzustande zx, aufzustellen, sind
0(16’€2 .3+ .52, k!) Schritte notig. Um fiir einen Zustand zx, die Menge Z*¥:
zu berechnen, brauchen wir O(16%" - 38" . 52 k2) Zeit, fiir alle zx, also O((16%" -
3+ . 52)2k2) Zeit. Um L% aufzustellen, brauchenn wir O(16%" - 3%* . 52. k) und
um die Tabelleneintréige fiir T, zu konstruieren O((16%” - 3 . 52)2) Schritte.
Insgesamt ergibt sich also eine Zeitkomplexitéit von O((16%" - 3¥° .52)2.%2). O

Join Nodes

Sei 7 nun ein Join Node mit Kindern j und k, sodass X; = {zj,..., %, }
und X; = X; = X, gilt. Die Betrachtungen, die wir in diesem Fall vornehmen
werden, unterscheiden sich nicht allzu sehr von denen fiir Insert oder Forget
Nodes. Ein merklicher Unterschied hier ist aber, dass wir dieses Mal passende
Zustandspaare (zxj ,zx, ) fiir zx, suchen. Passend ist in erster Instanz ein Paar
(2x;,2x,), wenn fiir alle e € E(X;) 2x,(e) = zx;(e) = zx,(e) gilt. Besitzen
wir zwei k-PGA’s Dj, Dy, die jeweils zx, und zx, respektieren, und zx; und
zx, 'passen’ zueinander, so erhalten wir, wenn wir die Knoten und Kanten in
G[X,] und G[X}] identifizieren, eine Ausrichtung R; fiir G;. Welche Kriterien
miissen erfiillt sein, dass R; ebenfalls eine k-PGA ist? Innerhalb von G[X;]
konnen die Gradbedingungen nicht verletzt werden, doch fiir Kanten, die nach
Y; fiihren, ist dies moglich. Gilt z.B. fiir einen Knoten v € X; zx,(v) = I und
zx, (v) = I, so gibt es Knoten u; € Y und ua € Yy mit (ug, v), (ug,v) € Fy,. Mit
Beobachtung 5.4.3 folgt u; # ug. Dann gilt aber indegr,ng(r,)(v) > 2, welches
verhindert, dass R; eine k-PGA ist.

In Anlehnung an diesen Fall sagen wir, dass (zx;, zx, ) beziiglich eines Knotens
v € X; zu zx, passt, falls einer der folgenden Punkte erfiillt ist:

L. ozx,(v) = I A ((2x,(v) = I N zx, (v) = TIT) V (2x, (v

2. zx,(v) = IIN((2x, (v) = IIAzx, (v) = IIT)V(zx; (
Vi(zx;(v) =TI Nzx, (v) = V)V (2x; (v) =

=IITNzx, (v)

1)

)
v) = IIIAzx, (v) = II)
V Azx,(v)=1))

4. zx,(v) = IV Nzx;(v) = IV A zx, (v) = IV

5. zx,(v) = VA((zx, (v) = VAzx, (v) = IIT)V(2x, (v) = I1INzx, (v) = V))
Wenn fiir alle v € X; gilt, dass (zx;, 2x,) passend zu zx, ist, so schreiben wir
in diesem Fall (zx;,2x,) ~ 2x,.

Weiter sagen wir, dass (zx;,z2x,) passend zu zy, beziiglich eines geordneten
Paares (u,v) mit u,v € X; ist, wenn zx, (u,v) = zx,(u,v) U zx, (u,v) der Fall
ist. Wenn fiir alle Paare (u,v) (2x;,2x,) zu zx, passend ist, so schreiben wir
(2x;,2x,) < zx,;. Dies macht Sinn, denn wenn R; eine k-PGA sein soll, dann
muss (zx;,2x,) < zx, gelten, da ja R; gerade aus D; und Dy besteht.

Damit legen wir die Menge Z*X: der passenden Zustandspaare fest

Z7 = {(2x,,2x,.) | Ve € B(Xi) : 2x, (e) = 2x,(€) = 2x,.(€), (2x;,2x,) ~ 2x,,
(ZXj’ZXk) A ZXi}
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Bisher haben wir noch nicht das Entstehen von alternierenden Kreisen in R;
in Augenschein genommen. Wir miissen uns fragen wie solche Kreise entstehen
koénnen. In G[X;] kann kein alternierender Kreis vorkommen, denn sonst gébe
es ihn auch in G[X;] und G[Xj]. Ein alternierender Kreis kann nur entstehen,
wenn ein alternierender Pfad mit Endknoten uq,vi € X;, der in D;(Yj, u1, v1)
verlduft, mit einem weiteren zwischen ug, va € X, der in Dy (Y, ua, vo) verlduft,
verbunden wird. Dies geschieht wenn es in G[X;] entsprechende alternierende
Pfad zwischen uq,us und vy, vy gibt. Die alternierenden Pfadklassen zwischen
zwei Knoten u, v € X;, die nur in R;[X;] verlaufen, ermitteln wir wieder mit Hilfe
der geordneten Teilmengen aus X; durch vollstindige Suche in O(k!) Schritten.
Auf diese Pfadklassen zwischen zwei Knoten aus X; verweisen wir mit der Ab-
bildung

Pz, m, P\ {(v,0) [ve X} — P({1,...,4}).
Nun koénnen wir die Losungsmenge L*Xi aufstellen

L#xi = {(2x;,2x,) € 2% | Yuy,v1,uz,v2 € Xy : 2x;(u1,v1) Ap 2x,, (v1,u1) # 1,
(((zx, (u1,v1) Ap p(vr,uz)) Ap zx, (uz,v2)) Ap p(va,ur)) # t}.

Fiir alle Paare (zx;, 2x,) € L*i gibt es k-PGA’s D; und Dy, die jeweils zx;
und zx, respektieren, und es gilt, dass D;(V(G;), F(D;) U F(Dy)) eine k-PGA
ist, die zx, respektiert. Mit dieser Formulierung ist es uns nun méglich aus den
Eintrégen von Tx; und T, diejenigen fiir T'x, zu berechnen.

TXi (ZX1) = min . (TXj (ZX]‘) =+ TXk (ZXk) —9X; (Zvasz))
(ZXjasz)eL Xi

mit gx,(2x;,2x,) = Hu | v € X;, 2x;(u) = 2x,(u) = IV}|. Hiermit wird
verhindert, dass Knoten, die sowohl in D; als auch in Dy, in der Bezugsmenge
sind, doppelt gezahlt werden.

Lemma 5.14. Um fiir einen Join Node X; die Tabelleneintrige in Tx, zu
konstruieren, benétigt man O((16%” - 3¥° . 52)3 . k%) Schritte.

Beweis. Fiir alle Beutelzusténde zx, haben die Mengen Z*%: und L*X: maximal
(16%”.3%".52)2 Eintréige. Fiir jeden dieser Eintréige in Z*%: miissen O(k2) Schritte
und fiir jeden Eintrag in L**: O(k*) Schritte unternommen werden. Insgesamt
fiir alle Zustinde zx, bendtigen wir also O((16%" - 3% . 52)3 . k4) Schritte. Die
Abbildung p ist wieder in 0(16]C2 .3+ .52. k!) Schritten konstruierbar. Da wir zur
Konstruktion der Tabelleneintrége alle Elemente aus L*¥: fiir jeden Zustand zx;,

begutachten miissen, folgt eine totale Zeitkomplexitéit von O((16%° - 3K . 52)3 .
k). 0

5.2.5 Ermittlung der Losung

Wenn wir nun fiir die Wurzel r» von T die Eintrdge in T, berechnet haben,
so wollen wir nun damit die Losung bestimmen. In T, ist fiir jeden Beutel-
zustand zx, die Grofle der Bezugsmenge einer kleinstmoglichen k-PGA festge-
halten, die zx, respektiert. Da eine k-PGA eine Verallgemeinerung einer GA
darstellt, miissen wir unter diesen k-PGA’s diejenigen finden, die GA’s sind.
Der Unterschied zwischen k-PGA’s und GA’s ist der, dass fiir die Knotenmenge
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Vi, hier also X,., die Anforderungen einer GA abgeschwécht sind. Insbesondere
wird fiir alle v € X,, die nicht in der Bezugsmenge sind, nur indegp, (v) < 1
gefordert, anstatt indegp,(v) = 1 wie es fiir eine GA typisch ist. Wenn nun
fiir eine k-PGA fiir alle v € X, gilt, dass entweder v in der Bezugsmenge ist
oder indegp, (v) = 1 der Fall ist, dann ist diese k-PGA eine GA. Dies wird klar,
wenn wir uns die Definition 4.5 vor Augen fiihren und uns in Erinnerung rufen,
dass eine k-PGA ebenfalls keinen alternierenden Kreis enthilt. Da fiir Knoten
u € Y, bzw. u € Vjy bereits gilt, dass u entweder in der Bezugsmenge ist oder
dass indegp, (u) = 1 gilt, miissen wir noch kurz iiberpriifen, ob jeder Knoten
auch auf einem Observationspfad liegt, der in einem Knoten aus der Bezugs-
menge seinen Ursprung hat. Dies ist aber auch unmittelbar einsichtig, da wir
sonst einen alternierenden Kreis haben, der in einer k-PGA nicht vorkommen
kann. Die Losung fiir GAKB ist dann

min { Tx. (zx,)

ZXp

zx, ist Beutelzustand fir X,
Yo € X, @ (2x,.(v) = IV Vindegp,(v) =1) [~

Da ein Beutelzustand zx, auch einen Kantenzustand und einen Knotenzustand
beinhaltet, ist es in O(k?) Schritten moglich festzustellen, ob fiir alle Knoten v €
X, auflerhalb der Bezugsmenge indegp, (v) = 1 beziiglich zx, gilt. Insgesamt
konnen wir also in 0(16’@2 L L k?) Schritten die Groe der kleinstméoglichen
GA ermitteln. Um die Bezugsmenge hierfiir zu ermitteln, miissen wir fiir diesen
Eintrag rekonstruieren, aus welchen Teillosungen dieser wihrend des Verfahrens
entstanden ist. Dazu miissen wir in einem Backtracking-Verfahren hochstens die
O(n) Beutel betrachten.

5.2.6 Korrektheit und Laufzeit

Theorem 5.15. Der vorgestellte Algorithmus list GAKB auf Graphen mit be-
schrankter Baumweite korrekt.

Beweis. Anhand unserer Ausfithrungen in den Paragraphen iiber Insert, Forget
und Join Nodes ist klar, dass wir fiir jeden Knoten i aus den k-PGA’s seiner
Kinder k-PGA'’s fiir G; berechnen. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass in allen
drei Féllen unter diesen neu konstruierten k-PGA’s auch eine zu finden ist,
die den gleichen Zustand akzeptiert und die gleiche Grofie wie eine k-PGA fiir
G; hat, die in einer kleinstmoglichen Losung fiir G vorkommt. Wir wollen hier
einen Induktion iiber den maximalen Abstand n eines Knotens ¢ in T' zu einem
Blatt fithren. Gilt n = 0, so ist ¢ ein Blatt. Dann ist klar, dass wir den Zustand
zx,, der zu einer k-PGA aus der kleinstmoglichen Losung fir G; gehort, durch
vollsténdige Suche gefunden haben und es gilt dann Tx, (zx,) < co. Gelte nun
die Behauptung fiir alle Knoten mit maximalem Abstand n zu einem Blatt. Sei
i nun ein Knoten mit maximalem Abstand n + 1. Fiir die Kinder von i gilt also
bereits die Behauptung. Sei D; die k-PGA fiir G;, die in der kleinstmoglichen
GA fiir G zu finden ist. Sei zx, der Zustand der von D, respektiert wird. Wir
unterscheiden fiir den Beutel X; wieder drei Félle:

Insert Nodes: Sei j das Kind von i. Wenn wir zx, auf G; beschrénken, ergibt
sich ein Beutelzustand zx, der von Dj, der Beschrinkung von D; auf
G, respektiert wird. Gilt f., () = 1, dann gilt mit einem induktiven
Argument zx; € L#*: und TXJ, (sz) = ¢, wobei ¢ die Anzahl der Knoten
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in der Bezugsmenge von D; abziiglich 1 ist. Aus der Art der Konstruktion
der Losungen fiir Insert Nodes folgt dann T'x,(zx,) = Tx;(2x;) = ¢ + 1.
Gilt f.y, = 0, so folgt induktiv Tx;(zx,;) = ¢’ und ¢’ ist die Anzahl
der Knoten in der Bezugsmenge von D;. Dann folgt nach Konstruktion
Tx,(2x;) = q.

Forget Nodes: Ist j das Kind von 4, so sei D; die k-PGA, wenn wir D; auf G
betrachten mit V;, = X; und Vp = Y;. D; respektiert einen Zustand zx;
fiir den induktiv T'x;(zx;) = ¢ und zx,; € L*¥ gilt. Klar ist dann nach
Konstruktion Tx, (zx,) = ¢ und ¢ ist die Grofle der Bezugsmenge von D;.

Join Node: Sind j und k die Kinder von 4, so seien D und D; wieder die
k-PGA’s, die wir erhalten, wenn wir D; auf G; bzw. G, einschrinken.
Sei ¢ die Anzahl der Knoten in der Bezugsmenge aus D;. Seien zx; und
zx, die entsprechenden Beutelzusténde fiir D; und Dy und g; und g;; die
Grofen der entsprechenden Bezugsmengen. Dann muss ¢ = ¢; + qx — g
gelten, wobei g die Knoten aus der Bezugsmenge von D; sind, die in D;[X;]
liegen. Induktiv gilt T'x, (2x,) = ¢;, T'x, (2x,,) = qr und (2x;,, 2x, ) € L**:.
Es folgt also nach Konstruktion T'x,(zx,) = ¢; + ¢x — g = ¢, da wir die
Knoten, die im Schnitt der Bezugsmenge von D; und Dy, liegen, abziehen.

O

Theorem 5.16. Der Algorithmus lést GAKB auf Graphen mit beschrdnkter
Baumweite k in O(163% - 338" . 53k . k4 . n) Schritten.

Beweis. Die dominierende Laufzeitkomplexitét pro Knoten von T aus den Lem-
mata 5.11-5.14 ist O((16’€2 -3%.52)3. k4). Da wir zur Ermittlung der Losung aus
den Tabelleneintriigen nur O((16%”-3%".52.k2)k2) Zeit brauchen und T insgesamt
O(n) Knoten besitzt, ist die Gesamtlaufzeit O(163%" . 338" . 53k . 4 . ), O
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Kapitel 6

Anmerkungen,

Zusammenfassung und
Ausblick

6.1 Verminderung des konstanten Laufzeitfak-
tors

In den beiden vorgestellten Algorithmen geht ein sehr hoher konstanter Faktor
in die Laufzeit ein. Insbesondere beim Algorithmus fiir GSP-Graphen vermittelt
die hohe Konstante den Eindruck, dass dieser nicht fiir die Praxis geeignet ist.
Wir miissen fiir jeden inneren Knoten des Parse-Trees 25-16-16 = 6400 2-PGA’s
berechnen, abhéingig davon, welche Terminalzustdnde herrschen und welche al-
ternierenden Pfade zwischen den Terminalen existieren sollen. Dazu miissen wir
in einer Implementierung ebenso alle 6400 Zustédnde der beiden Kinder jeweils
miteinander komponieren, welches zu 64002 = 40960000 Operationen fiihrt. Aus
diesem Grund ist dieser Algorithmus erst ab 26 Knoten besser als der naive Al-
gorithmus.

Es besteht die Moglichkeit diese Konstante zu senken, da wir fiir zwei Terminal-
knoten die PGA’s nicht beziiglich aller moglichen Kombinationen von Pfadklas-
sen zwischen ihnen unterscheiden miissen. Beispielsweise ist es unerheblich, ob
zwischen zwei Knoten ein Pfad der Klasse 1 verlauft, oder jeweils ein Pfad der
Klasse 1 und 2. Denn jedesmal wenn ein Pfad der Klasse 2 mit einem anderen
alternierenden Pfad einen alternierenden Kreis bildet, so tut dies dieser Pfad
auch mit dem Pfad der Klasse 1. Aus diesem Grund legen wir Folgendes fest:

Definition 6.1. Seien i,j Pfadklassen. Der Pfad i iberlagert j, i < j abgekiirzt,
wenn fir allek € {1,...,4} k®dpj=1 (bzw. jBpk=1)=kdpi=171 (bzw.
1@®pk="1) gt

Anhand Tabelle 4.4.2 erkennen wir, dass gilt:
1<1,1<21<3,1<4,2<2,2<4,3<3,3<4,4<4.

Sobald also ein alternierender Pfad P; einem anderen P, iiberlagert, so fiigt P
keine weiteren Restriktionen hinzu, falls P; vorliegt und die gleiche Richtung
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besitzt. Eine 2-PGA, die zwei alternierende Pfade besitzt, wobei der erste den
zweiten iiberlagert, ist aufgrund des zweiten nicht von einer 2-PGA zu unter-
scheiden, die nur den ersten alternierenden Pfad hat. Deswegen wollen wir die
Teilmengen von {1,...,4} in Klassen einteilen.

Definition 6.2. Sei I C {1,...,4}. Dann ist

Io = ks dk b 1T S ks dn ) ©H{1, ..., 4},
Vh € {jkys -k} s F €T i < h}.

I heifit Uberlagerung.

Fiir alle K,J € I gilt: Genau dann gibt es ein z € {1,...,4} und ein
ke Kmit z&p k =1, wenn es es ein j € J mit z ®p j = | gibt. Nehmen wir
an, wir haben zwei 2-PGA’s D1, D, fiir den gleichen GSP-Subgraphen G’ eines
GSP-Graphen GG. D1 und D, unterscheiden sich so, dass in D; die Pfadklas-
sen in K zwischen dem Terminal v und dem Terminal v verlaufen und in Do
verlaufen die Pfadklassen aus J zwischen diesen Knoten. D; und D, miissen
dann hinsichtlich der Restriktionen iiber ihre Weiterverwendung beziiglich einer
Losung fiir G nicht mehr unterscheiden werden. Haben Dy und D5 die gleichen
Terminalzustéinde und enthalten beide die gleiche Anzahl an Knoten aus der
Bezugsmenge, so konnen sie in einer etwaigen optimalen Losungen gegeneinan-
der ausgetauscht werden. Mit Definition 6.2 ergeben sich dann die folgenden
inklusionsmaximalen und disjunkten Uberlagerungen:

{1}= = {{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
{2} = {{2H{2,4}}
{3t = {{31{3,4}}
{4} = {{4}}
{273}-< = {{273}7{27374}}
{0} = {0}

Wir wollen die Klassifizierung der Pfadklassen zwischen zwei Knoten jetzt nur
noch mittels der Uberlagerungen {1} <, {2} <, {3} <, {4} <, {2,3} < und {0}« vor-
nehmen. Dazu ist es n6tig, dass auf ihnen die Operationen ®g; und @ p durchfiihr-
bar sein miissen. Fiir ©p ist dies einfach. Falls K, J Uberlagerungen sind, be-
trachten wir als erstes den Fall, dass fiir alle j € J, k € K gilt, dass j und k&
verschiedene Richtungen haben. Fiir zwei Uberlagerungen K~ und .J- miissen
wir nur feststellen, ob es k € K und j € J mit k ®p j = T gibt. Dies fiihrt zu
Tabelle 6.1.

Wenn aber fiir alle j € J, k € K gilt, dass j und k die gleiche Richtung haben,
ergibt sich ein zweiter Fall. Wir miissen untersuchen, welche Uberlagerung ent-
steht, wenn wir .JJ und K vereinigen. Dies muss jeweils die gleiche Uberlagerung
sein, unabhéingig davon, welche Pfadmengen sich hinter J und K verbergen.
Tabelle 6.2 gibt fiir alle méglichen Uberlagerungen, welche J und K annehmenn
konnen, Aufschluss hieriiber.

Etwas aufwendiger gestaltet es sich fiir die Operation ®g;. Wenn wir hier

K. @®s1 J< = I fiir Uberlagerungen K, J und I schreiben wollen, so muss
dies auch fiir die einzelnen Bestandteile von K, J und I gelten. Es gilt also
K. ®g1 Jx = I5 genau dann, wenn es fiir alle kK € K und j € Jeini € |
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Dp || {1}« | {2}< | {3}< | {4}« | {2,3}< | {0}« |

{1r< T T T T i %
{2}< T T * * T *
{3}« T * T * T *
{4}« T * * * * *
{2,3}< T T T * T *
{0} < * * * * * *

Tabelle 6.1: Gibt an, welche Uberlagerungen durch eine P-Komposition alternie-
rende Kreise bilden. Ein Eintrag T bedeutet, dass einer Zustande kommt, ein *,
dass keiner entsteht. Hierbei haben die Pfadmengen, fiir die die Uberlagerungen
stehen, verschiedene Richtungen.

Dp || {1}« | {2}< | {3}« | {4}< | {2,3}< | {0} < |
o < | {3 ) b ] {1 | {1 | {1}
{20« | {1h< | {2}~ [ {23}« {2}~ | {23}~ | {2}«
{3h< | {1b< [ {23} {3}« | {3}< [ {2.3}< ] {3}
{40 | {1 | {2} | {3)< | {4}< | {23}~ | {4}~
{2’3}-< {1}-< {273}—< {2a3}-< {2a3}-< {273}—< {273}—<
03« < | {20« | {80« | {4}« [ {23} | {0}<

Tabelle 6.2: Gibt an, welche Uberlagerungen durch eine P-Komposition entste-
hen. Die jeweiligen Pfadmengen, fiir die die Uberlagerungen stehen, haben die
gleiche Richtung.

gibt mit k ®g1 j = i. Wenn wir dies fiir alle Klassen {1}, {2}<,{3}<, {4},
{2,3}< und {0}~ untersuchen, so ergibt sich fiir ©g; Tabelle 6.3. Ebenfalls
sind die alternierenden Pfade, die im Basisgraph, der einzelnen Kante also, fiir
GSP-Graphen vorkommen, in Uberlagerungen einteilbar. Dann miissen wir die
Knotenpaarzustinde anders definieren. Namlich so, dass ein Knotenpaar (u, v)
auf die Uberlagerungen abgebildet wird. Also muss fiir einen GSP-Graphen
G(V,E,u,v) dann

2xpp  {(w,0), (v, )} — {1}« {2} <, {3} <, {4} <, {2, 3} <, {0} <}

festgelegt werden. Dementsprechend muss in einem Tabelleneintrag nicht mehr
unterschieden werden, welche alternierenden Pfade von einem zum anderen Ter-
minal verlaufen, sondern in welche Uberlagerung diese Menge von alternierenden
Pfaden gehort. Die Tabelle fiir einen GSP-Graphen G(V, E, u, v) sieht dann fol-
gendermaflen aus:

Ta(z) =
32-PGA D(V, F,a,b) bzgl. A, zp(u) =a,zp(v) =b
ggr‘} |A|l | 31 € zp(u,v), Iz € zp(v,u) Vs1 € 11,82 € Iy
= 3 alt. Pfad vom Typ s; bzw. sg zw. u,v bzw. zw. v, u

Da wir die Operationen &p und @g; definieren konnten, so kénnen wir die
"Pfadarithmetik’ nun durch 'Uberlagerungsarithmetik’ im Algorithmus erset-
zen. Damit verringert sich die Konstante erheblich, denn wir unterscheiden eine
2-PGA nur noch durch Terminalzustinde und Uberlagerungen beziiglich der
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Ds1 || {1}< | {2} < | {3} < | {4}« | {2,3}< | {0}« |
(- = {8 {8« | {1k« [ {0}<
{2b< | {20« | {2h< | {4h< | {40< | {2}« [ {0}«
(B« T {0« | B [ {0p< | {81 [ {0}<
fab~ ) {2h< [ {0b< | {4r< | {03« | {4}« [ {0}<
12,300 | {1h< | {20« | {3< | {4}< [ {23}« | {0}<
0y~ {0« [ {ob< | {0F< | {03« | {03« ] {0}<

Tabelle 6.3: Gibt an welche Uberlagerung durch die S1-Komposition zweier wei-
terer entsteht.

Terminale. Damit miissen wir pro innerem Knoten des Parse-Trees nur noch
25-6-6 = 900 Eintréige berechnen. Diese Eintriage berechnet man nun dadurch,
dass wir wieder alle Losungen der beiden Kinder kombinieren miissen. Dies er-
fordert 9002 = 810000 Operationen. Mit analogen Modifikationen ist es dann
auch moglich den Algorithmus fiir Graphen mit beschrénkter Baumweite zu ver-
bessern. Wir kénnen so den konstanten, von k£ abhingigen Faktor senken und
PDS dann in O(63%” - 33+ . 53F . k2. ) 15sen.

6.2 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden im Wesentlichen zwei neue Ergebnisse beziiglich Power
Domination vorgestellt. Das erste Ergebnis ist die Konstruktion einer Redukti-
on von DOMINATING SET auf POWER DOMINATING SET. Ausgehend von dieser
Reduktion haben wir fiir verschiedene Graphklassen nachweisen kénnen, dass
POwER DOMINATING SET NP-vollstdndig bleibt, wenn wir es auf bestimmte
Klassen beschriinken. Unter diesen Graphklassen waren die planaren Graphen,
Split-Graphen und Circle-Graphen. Hiermit ist fiir alle Graphklassen, fiir die in
[17] DOMINATING SET NP-vollsténdig ist, ebenfalls POWER DOMINATING SET
NP-vollstédndig. Weitere Folgerungen der Reduktion fiir POWER DOMINATING
SET waren die W[2]-Hérte und eine untere Schranke von ©(logn) fiir die Ap-
proximationsgiite.

Das zweite Ergebnis umfasst die Neuformulierung von POWER DOMINATING
SET als GULTIGE AUSRICHTUNG MIT KLEINSTMOGLICHER BEZUGSMENGE und
die Entwicklung von Linearzeit-Algorithmen fiir GSP-Graphen und fiir Gra-
phen mit beschrinkter Baumweite. In [17] wird die Klasse der Partial k-Trees
als in polynomieller Zeit 16sbar fiir DOMINATING SET angegeben. Diese Klasse
umfasst genau die Graphen mit beschréinkter Baumweite k. Damit haben wir
die erste Graphklasse aus [17] gefunden, fiir die sowohl DOMINATING SET als
auch POWER DOMINATING SET fiir festes k in P liegen. Die Formulierung von
PowER DOMINATING SET als GAKB scheint aus algorithmischer Sicht eine
bessere Charakterisierung des Problems zu sein und lédsst eher erahnen, wo die
inhdrente Schwierigkeit dieses Problems liegt.

Erwéhnt soll auch der vereinfachte lineare Algorithmus fiir Bdume werden, der
deutlich weniger komplex ist als derjenige in [10].

Ausgehend von diesen Ergebnissen ist es moglich, viele verschiedene Richtungen
einzuschlagen, die vielversprechend fiir zukiinftige Forschung sind. In Tabelle 2.2
bleiben einige Eintréige leer, die die Komplexitdt von POWER DOMINATING SET
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betreffen und die wir nicht behandelt haben. Allerdings wurden in [17] fiir die
entsprechenden Graphklassen angegeben, dass DOMINATING SET in P liegt.
Hier stellt sich die Frage, ob es einen signifikanten Unterschied zwischen der
Komplexitdt von DOMINATING SET und POWER DOMINATING SET gibt. Im
Speziellen bleibt offen, ob es eine Graphklasse gibt, fiir die DOMINATING SET
in P liegt und POWER DOMINATING SET NP-vollstéindig ist oder ob es sich
gerade umgekehrt verhélt. Weiter ist ebenso von Interesse, ob es eine Graph-
klasse gibt, die eine bessere Approximationgiite fiir POWER DOMINATING SET
erlaubt, als eine mit Faktor ©(logn). Fiir DOMINATING SET ist bekannt, dass
es auf planaren Graphen fixed-parameter tractable beziiglich der Losungsgrofie
ist. Lésst sich dieses Ergebnis ebenfalls auf POWER DOMINATING SET iibertra-
gen? In [1] werden nicht-triviale Datenreduktionsregeln fiir DS angegeben. Sind
diese Regeln nicht mehr anwendbar auf den gegebenen Graphen, so folgt fiir
planare Graphen, dass dieser Problemkern eine Grofle hat, die linear abhéingig
von der Grofle der kleinstmoglichen Dominating Set ist. Gibt es solche Daten-
reduktionsregeln fiir POWER DOMINATING SET, die die gleichen Auswirkungen
auf planare Graphen haben? Die Umformulierung von POWER DOMINATING
SET als GAKB verspricht hilfreich zu sein, um Antworten auf diese Fragen zu
finden.
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