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© Einleitung

@ Braucht man Okonometriker?

@ Was ist Okonometrie?

@ Die vier Aufgaben der Okonometrie
@ Spezifikation
@ Schitzung
@ Hypothesentest
@ Prognose

@ Aufbau der Lehrveranstaltung

@ Datenmaterial
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@ Spezifikation
@ A-Annahmen
@ Erster Schritt: Formulierung eines plausiblen linearen Modells
@ Zweiter und dritter Schritt: Beobachtungsindex und St6rgroBe
@ Formulierung der A-Annahmen

@ Statistisches Repetitorium |
@ Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsverteilung
@ Erwartungswert einer Zufallsvariable
@ Varianz einer Zufallsvariable
@ Bedingte und gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
@ Kovarianz zweier Zufallsvariablen
@ Rechenregeln fiir Erwartungswert, Varianz und Kovarianz
@ Die Normalverteilung
@ B-Annahmen
@ Begriindungen fiir die Existenz der StorgréBe
@ StorgroBen wiederholter Stichproben
@ Formulierung der B-Annahmen
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@ Statistisches Repetitorium |l
@ Stichproben-Mittelwert einer Variable
@ Stichproben-Varianz einer Variable
@ Stichproben-Kovarianz einer Variable

@ C-Annahmen
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© Schitzung I: Punktschitzung

KQ-Methode — eine lllustration

KQ-Methode — eine algebraische Formulierung
@ Summe der Residuenquadrate

@ Herleitung der Schatzformeln

Interpretation der KQ-Schatzer
BestimmtheitsmaB

@ Grafische Veranschaulichung

@ Definition des BestimmtheitsmalBes

@ Berechnung des BestimmtheitsmaBes
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@ Indikatoren fiir die Qualitit von Schatzverfahren
@ Statistischer Hintergrund
@ Warum ist y; eine Zufallsvariable?
@ Warum sind die KQ-Schatzer Zufallsvariablen?
@ Zwei Kriterien: Unverzerrtheit und Effizienz
@ Unverzerrtheit und Effizienz der KQ-Methode
@ Statistisches Repetitorium Il
@ Standard-Normalverteilung?
@ Chi-Quadrat-Verteilung?
@ t-Verteilung?
@ F-Verteilung
@ Wahrscheinlichkeitsverteilungen der KQ-Schitzer & und B
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung von yi R
@ Wahrscheinlichkeitsverteilungen von @ und f
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© Schitzung I1: Intervallschitzer
@ Intervallschatzer und ihre Interpretation
o Intervallschitzer fiir B bei bekanntem ¢

o Intervallschatzer fiir B bei unbekanntem ¢
@ Herleitung des Intervallschitzers
@ Interpretation des Intervallschatzers
@ Aussagekraft von Intervallschatzern

@ Intervallschitzer fiir a
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Hypothesentest
@ Zweiseitiger Hypothesentest
@ Ein grafisches Entscheidungsverfahren
@ Ein analytisches Entscheidungsverfahren
@ Zusammenhang zwischen analytischem und grafischem Vorgehen
@ Zusammenhang zwischen zweiseitigem Hypothesentest und
Intervallschatzer
@ Einseitiger Hypothesentest
@ Ein grafisches Entscheidungsverfahren
@ Ein analytisches Entscheidungsverfahren
o p-Wert
@ Wahl der geeigneten Nullhypothese und des geeigneten
Signifikanzniveaus
@ Strategie A: Nullhypothese behauptet Gegenteil der

Anfangsvermutung
@ Strategie B: Nullhypothese stimmt mit Anfangsvermutung

iiberein
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@ Trennscharfe von Tests
@ Anmerkungen zu zweiseitigen Tests
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@ Prognose

@ Punktprognose
@ Berechnung der Punktprognose
@ Verlasslichkeit der Punktprognose

@ Prognoseintervall
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© Spezifikation
@ A-Annahmen
@ Erster Schritt
@ Zweiter und dritter Schritt
@ Formulierung der A-Annahmen
@ B-Annahmen
@ Formulierung der B-Annahmen
@ Interpretation der B-Annahmen

@ C-Annahmen
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Schatzung R R
@ Punktschatzer @, B; und f,

@ Interpretation der Schatzer @, B, und B,
@ Formale Interpretation
@ Okonomische Interpretation

@ Autonome Variation der exogenen Variablen
@ Korrelation zwischen den exogenen Variablen
@ Berechnung der autonomen Variation
@ Informationsverarbeitung der KQ-Methode und
BestimmtheitsmaB R?
@ Definition des BestimmtheitsmaBes
@ Berechnung des BestimmtheitsmaBes
@ BestimmtheitsmaB und Venn-Diagramme
@ KQ-Methode als zweistufiger Prozess
@ Partielles BestimmtheitsmaR

@ Unverzerrtheit und Effizienz der KQ-Methode
@ Erwartungswert und Varianz der KQ-Schitzer @ und By
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@ Interpretation der Formeln R R
@ Schitzformeln fiir var(a), var(pB, ) und var(B;.B,)
@ BLUE- bzw. BUE-Eigenschaft

der KQ-Schitzer

° Wahrscheinlichkeitsverteilungen der KQ-Schitzer @ und

Px

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung der y; R
@ Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Schitzer @ und

@ Intervallschitzer
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@ Hypothesentest

@ Testen einer Linearkombination von Parametern: t-Test
@ Zweiseitiger t-Test
@ Einseitiger t-Test

@ Simultaner Test mehrerer Linearkombinationen von
Parametern: F-Test
@ Eine wichtige Nullhypothese
@ Test einer allgemeinen Nullhypothese

@ Zusammenhang zwischen t-Test und F-Test bei L=1
@ Zweiseitiger F-Test einer einzelnen Linearkombination
@ Probleme des F-Tests bei einseitigen Hypothesen

@ Zusammenhang zwischen t-Test und F-Test bei L=2
@ Numerisches Beispiel
@ Unterschied zwischen individuellen und simultanen

Parametertests
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@ Prognose

@ Punktprognose

@ Prognosewert und Prognosefehler
@ Verlasslichkeit der Punktprognose

@ Prognoseintervall
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mrésentation der Schatzergebnisse und deren
computergestiitzte Berechnung

o Computergestiitzte 6konometrische Analyse
@ Okonometrische Software
@ Interpretation des Computeroutputs

@ Prisentation von Schitzergebnissen
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@® Annahme Al: Variablenauswahl

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Auslassen relevanter Variablen
@ Verwendung irrelevanter Variablen
@ Diagnose und Neu-Spezifikation
@ Korrigiertes BestimmtheitsmaB R
@ Weitere Kennzahlen: AIC, SC und PC
@ F-Test
@ t-Test
@ Zusammenhang zwischen korrigiertem BestimmtheitsmaB,
F-Test und t-Test
@ Ungenesteter F-Test

@ Spezifikations-Methodologien
@ Steinmetz- versus Maurer-Methodologie
@ Wichtiges Problem bei der Variablenauswahl
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@ Annahme A2: Funktionale Form
@ Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Einige alternative Funktionsformen
@ Semi-logarithmisches Modell (Linlog-Modell)
@ Inverses Modell
@ Exponential-Modell (Loglin-Modell)
@ Logarithmisches Modell (Loglog-Modell)
@ Log-inverses Modell
@ Quadratisches Modell
@ Eine vergleichende Anwendung

@ Diagnose und Neu-Spezifikation
@ Regression Specification Error Test (RESET)
@ BestimmtheitsmaB R?
@ Box-Cox-Test
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@ Annahme A3: Konstante Parameterwerte

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Ein geeignetes Strukturbruchmodell
@ Schatzung und Interpretation der Parameter des
Strukturbruchmodells
@ Getrennte Schitzung der zwei Phasen
@ Eine mogliche alternative Formulierung des
Strukturbruchmodells
@ Komplexere Strukturbriiche
@ Konsequenzen aus einer Vernachlassigung des Strukturbruchs
@ Diagnose
@ F-Test
@ t-Test
@ Prognostischer Chow-Test
@ Unbekannter Zeitpunkt des Strukturbruchs

@ Stetige Verdnderung von Parameterwerten
o Exkurs: Qualitative exogene Variablen
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@ Einfithrung einer Dummy-Variable
@ Ein allgemeines Dummy-Variablen-Modell
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@ Annahme B1: Erwartungswert der StorgroBe

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Konstanter Messfehler bei der Erfassung der endogenen Variable
@ Konstanter Messfehler bei der Erfassung einer exogenen Variable
@ Funktionale Modelltransformation
@ Gestutzte endogene Variable

@ Diagnose
@ Uberpriifung der Datenerhebung
@ Uberpriifung auf Basis der Daten

@ Anwendbare Schitzverfahren



Okonometrie

@ Annahme B2: Homoskedastizitt

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Konsequenzen fiir die Punktschitzung

@ Konsequenzen fiir Intervallschatzung und Hypothesentest
@ Diagnose

@ Grundidee der Tests auf Heteroskedastizitit

@ Goldfeld-Quandt-Test

@ Breusch-Pagan-Test

@ White-Test

@ Anwendbare Schitzverfahren
@ VKQ-Methode
@ GVKQ-Methode
@ KQ-Methode mit Whites HK-Schitzer
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@ Annahme B3: Freiheit von Autokorrelation

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Erwartungswert von ug

@ Varianz von u¢

@ Kovarianz von u; und uy_1

@ Konsequenzen fiir die Punktschitzung

@ Konsequenzen fiir Intervallschatzung und Hypothesentest
@ Diagnose

@ Grafische Analyse

@ Schatzer fiir p

@ Durbin-Watson-Test

@ Durbin-Watson-Test fiir negative Autokorrelation

@ Nachteile des Durbin-Watson-Tests

@ Anwendbare Schitzverfahren
@ Ermittlung von x{ und y;
@ VKQ-Methode von Hildreth und Lu
@ GVKQ-Methode von Cochrane und Orcutt
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@ Annahme B4: Normalverteilte StorgroBen
@ Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Diagnose
@ Grafische Analyse
@ Jarque-Bera-Test
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€@ Annahme C1: Zufallsunabhingige exogene Variablen
@ Weitere Qualitatskriterien fiir Schitzer: Konsistenz und

asymptotische Effizienz

@ Konsistenz

@ Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte
@ Asymptotische Effizienz

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Fall 1: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable
unabhéingig

@ Fall 2: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable
kontempordr unkorreliert

@ Eine mogliche Ursache fiir Fall 2: y;_1 als ,exogene Variable*

@ Fall 3: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable
kontemporér korreliert

@ Eine mogliche Ursache fiir Fall 3: Probleme bei der Erfassung
der exogenen Variable

@ Anwendbare Schitzverfahren
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@ IV-Schitzung mit der ZSKQ-Methode

@ Auswahl der Instrumentvariablen

@ ZSKQ-Schitzung in der multiplen Regression

@ Konsistenz der ZSKQ-Schitzer

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung und Varianz der ZSKQ-Schitzer
@ Fazit der ZSKQ-Schitzung

@ Diagnose
@ Voriiberlegungen
@ Spezifikationstest von Hausman
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@ Annahme C2: Multikollinearitst

@ Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Grafische Veranschaulichung
@ Konsequenzen perfekter Multikollinearitat fiir Punkt—,
Intervallschatzung und Hypothesentests
@ Konsequenzen imperfekter Multikollinearitit fiir Punkt-,
Intervallschitzung und Hypothesentests
@ Diagnose
@ Diagnose von Multikollinearitat
@ Hohe Schétzvarianz der Punktschatzer: Multikollinearitat oder
Fehlspezifikation?

@ Angemessener Umgang mit Multikollinearitat
@ Verfahren zur Einddmmung des Multikollinearitatsproblems
@ Verwendung zusitzlicher Informationen
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@ Dynamische Modelle

@ Stochastische Prozesse und Stationaritit

@ Stochastische Prozesse

@ Stationaritdt von stochastischen Prozessen
@ I(1)-Prozesse

Interpretation dynamischer Modelle

@ Interpretation einzelner Parameter

@ Kurzfristiger und langfristiger Multiplikator
@ Median-Lag

@ Allgemeine Schatzprobleme dynamischer Modelle

@ Zwei zentrale Schatzprobleme

@ Mogliche Losungsstrategien

Modelle mit geometrischer Lag-Verteilung

@ Geometrische Lag-Verteilungen

@ Koyck-Modell

@ Ein Verwandter des Koyck-Modells: Partielles Anpassungsmodell
@ Ein weiterer Verwandter des Koyck-Modells: Modell adaptiver
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Erwartungen

@ Modelle mit rationaler Lag-Verteilung und ihre
Fehlerkorrektur-Formulierung
@ Langfristige Gleichgewichtsbeziehung
@ Fehlerkorrektur-Formulierung des ADL(1,1)-Modells
@ Schatzung des Fehlerkorrekturmodells
@ Fehlerkorrekturmodell und 6konomische Theorie
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@ Interdependente Gleichungssysteme

Nicht-Konsistenz der KQ-Schitzer
Indirekte KQ-Methode (IKQ-Methode)

@ Strukturelle Form versus reduzierte Form

@ Schatzung der Parameter der reduzierten Form
@ Schatzung der Parameter der strukturellen Form
Identifikationsproblem

@ Ein verkleinertes Gleichungssystem

@ Ein erweitertes Gleichungssystem

@ Ordnungskriterium

o Zweistufige KQ-Methode (ZSKQ-Methode)

@ ZSKQ-Schitzung mit Hilfe der reduzierten Form
@ ZSKQ-Schitzung im Uberblick

@ Weitere Beispiele interdependenter Gleichungssysteme

@ Gleichungssysteme mit Lag-Variablen
@ Keynesianisches Makromodell
@ Partielles Marktgleichgewichtsmodell
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Kapitel 1
Einleitung
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- 1.1. Braucht man Okonometriker?

1.1 Braucht man Okonometriker

@ Die Menge an verfiigbaren Daten hat kontinuierlich
zugenommen.

@ Die Auswertung solcher Daten erfordert geeignete
empirische Methoden.

e Fiir wirtschaftswissenschaftliche Fragen wird dabei vor
allem die Okonometrie benétigt.
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1.2 Was ist Okonometrie?

o Okonomische Theorien werden der empirischen Realitét
gegeniibergestellt.
@ Es existieren zwei Richtungen der empirischen Forschung:

o experimentelle Empirie
o historische Empirie

Die Okonometrie analysiert anhand von beobachtbaren Daten
(6konomische Realitdt) ckonomische Wirkungszusammen-
hinge (6konomische Theorie). Dabei greift sie auf Methoden
zuriick, die in der statistischen Theorie entwickelt wurden.
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[ 1.3. Die vier Aufgaben der Okonometrie

1.3 Die vier Aufgaben der Okonometrie

Es soll der numerische Zusammenhang zwischen der Hohe des
Rechnungsbetrages x und der Hohe des Trinkgeldes y
untersucht werden.

Das skonomische Modell lautet:

y =f(x)



Okonometrie
L 1. Einleitung
L 1.3. Die vier Aufgaben der Okonometrie

1.3.1 Spezifikation

@ Die Spezifikation umfasst drei Komponenten:

a) Funktionale Spezifikation

y = Bx (1.1)
v = Bxt (1.2)
e = ﬁXt'l-Ut. (1.3)

b) StorgroBen-Spezifikation
c) Variablen-Spezifikation

Das vollstindig spezifizierte Modell (1.3) ist das
okonometrische Modell.
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1.3.2 Schatzung

Numerische lllustration 1.1

Es seien zwei Giste beobachtet worden. Dabei bezeichnet x;
den Rechnungsbetrag und y; das Trinkgeld (beides in Euro):

Gast 1 : (Xl =10, 1 = 2)
Gast 2 : (x =30,y =3).

@ Es wurde im 6konometrischen Modell unterstellt, dass
beide Gaste den gleichen Wert B besitzen.



Okonometrie
L 1. Einleitung
- 1.3. Die vier Aufgaben der Okonometrie

Numerische lllustration 1.2

Frage: Sind bei den beiden Gasten Storeinfliisse wirksam
geworden?

Antwort:

Frage: Welche Werte sind fiir B plausibel?
Antwort:
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o Der Schitzwert fiir B wird durch B bezeichnet.
e Das geschatzte Modell (Variante ) lautet:

Ve = Bx: . (1.4)

o Die geschitzte Stérung (genannt: Residuum) lautet:

U = Yr— Yt (1-5)
= Y —pxt.
@ Umstellen liefert das geschitzte Modell (Variante II):

Yt = BXt —|—/ljt . (16)
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Numerische lllustration 1.3

Fiir B = 0,15 lautet das geschatzte Modell:

ye = 0,15-x; (Variante 1) (1.7)
vt = 0,15-x; + 1 (Variante Il)

Frage: Berechnen Sie die Werte von y1, y», 11 und 1.
Antwort:
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Stufe 1 | Okonomisches Modell l

SPEZIFIKATION
— funktional
— Storgrofe
— Variablen

— A-Annahmen
-+ B-Annahmen
— C-Annahmen

Stufe 2 | Okonometrisches Modell ‘
SCHATZUNG

Stufe 3 Geschitztes Modell l

HYPOTHESEN- PROGNOSE
TEST

Abbildung 1.1: Die vier Aufgaben 6konometrischer Analyse.
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1.3.3 Hypothesentest

o Auf Basis des geschatzten Modells lassen sich
verschiedene Hypothesen iiberpriifen.

Beispiel 1: ,,Der wahre Wert von 8 betragt 0,05
Beispiel 2: ,Das 6konometrische Modell ist nicht
korrekt spezifiziert "
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1.3.4 Prognose

Numerische lllustration 1.4

Frage: Welches Trinkgeld wiirde ein Gast mit einem
Rechnungsbetrag von xgp = 40 Euro schiatzungsweise geben?

Antwort:
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1.4 Aufbau der Lehrveranstaltung
Die Annahmen der
funktionalen Spezifikation werden als A-Annahmen,
die der
StorgréBen-Spezifikation als B-Annahmen
und die der
Variablen-Spezifikation als C-Annahmen

bezeichnet.
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Der Kurs setzt sich aus vier Teilen zusammen:

Teil | einfaches lineares Regressionsmodell
(Kapitel 2 bis 7).

Teil Il multiples lineares Regressionsmodell
(Kapitel 8 bis 12).

Teil Il Probleme, die sich aus den verschiedenen
moglichen Annahmeverletzungen ergeben
(Kapitel 13 bis 21).

Teil IV zwei weiterfiihrende Bereiche der Okonometrie
(Kapitel 22 und 23).
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1.5 Datenmaterial

Es existieren drei Typen von Daten:

@ Zeitreihendaten
@ Querschnittsdaten
@ Paneldaten.

Tabelle 1.1: Datenpaare (x; = Rechnungsbetrag, y; = Trinkgeld;
beides in Euro) von 9 beobachteten Giste.

Stammgast 1 Stammgast 2 Stammgast 3
1. Abend (x1,51)=1(10,2) (x2,52)=1(30,3) (x3,y3)=(50,7)
2. Abend  (xa,y2)=1(20,2) (xs5,05)=1(35,3) (x6,¥5)=(41,6)
3. Abend (x7,y7)=1(25,4) (xg.y8)=(14.2) (x0,y0)=1(17,2)
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Kapitel 2
Spezifikation
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Beispiel Trinkgeld (mit 20 Beobachtungen)

Die Daten der 20 Gaste sind in der folgenden Tabelle
wiedergegeben.

Tabelle 2.1: Die Daten von 20 beobachteten Gisten.

t Xt Yt t Xt Yt
1 10,00 2,00 11 60,00 7,00
2 30,00 3,00 12 47,50 5,50

10 12,50 1,00 20 20,00 2,50
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2.1 A-Annahmen

e Mit Hilfe der A-Annahmen erfolgt die funktionale
Spezifikation des 6konometrischen Modells.
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2.1.1 Erster Schritt: Formulierung eines plausiblen linearen Modells

@ Das skonomische Modell lautet

y = f(x) (2.1)
e Wenn f(x) als lineare Funktion spezifiziert wird, ergibt
sich
y =ua+ PBx. (2.2)

e Frage: Fiir welche Parameterwerte wird aus dem linearen
Zusammenhang zwischen x und y ein proportionaler
Zusammenhang?

Antwort:

20
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Trinkgeld y

B - 20

0 .
0 20 40 60

Rechnungsbetrag x

Abbildung 2.1: Der ,,wahre" Zusammenhang zwischen
Rechnungsbetrag x und Trinkgeld y.
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2.1.2 Zweiter und dritter Schritt: Beobachtungsindex und StorgroBe

@ Die Hinzufiigung eines Beobachtungsindex liefert:
Ve = & + Bx¢ firt=1,2,..20. (2.3)

e Frage: Wie miisste die Punktwolke in Abbildung 2.2
aussehen, wenn keine Storeinfliisse aufgetreten waren?
Antwort:

22
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Yt
10 -
°
8 °
o0 °
6 - ° .o.
4 - e o * °
o0
2 .o..o
0 T T T Xt
0 20 40 60

Abbildung 2.2: Die Daten des Trinkgeldbeispiels in grafischer Form.
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@ Das zum 6konomischen Modell korrespondierende
okonometrische Modell lautet:

Yt :tx—f-ﬁxt—i—ut fir t = 1,2,...,20 . (24)

@ Dabei werden die Parameter & und B als
Regressionsparameter bezeichnet.

e Die Variable u; ist als eine StérgréBe definiert.

@ lhre grafische Interpretation ist in Abbildung 2.3
wiedergegeben.

24
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Yt
10 -

o N B OO
P T S

Xt

Abbildung 2.3: Der Zusammenhang zwischen beobachtetem Wert
Yt, StorgroBe vy und ,ungestdértem ™ Einfluss & + Bx;.
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2.1.3 Formulierung der A-Annahmen

@ Das skonometrische Modell lautete:

Ve = &+ Bx; + ur (2.4)

Es fehlen keine relevanten exogenen Variablen und die exogene
Variable x; ist nicht irrelevant.

Der wahre Zusammenhang zwischen x; und y; ist linear.

26
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Die Parameter a und B sind fiir alle T Beobachtungen (x¢,yt)
konstant.

e Frage: Welche A-Annahmen sind in den Punktwolken der
nachfolgenden Abbildungen verletzt?
Antwort:

27
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Yt
°
10 o® o
8 - ° °
6_
o ®
4 - . °
2 ® o °
®,0 00
0 T T T Xt
0 20 40 60

Abbildung 2.4: Eine Punktwolke, die auf eine Verletzung der
A-Annahmen hindeutet.
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Yt
10 -

O N B O
P T S

T T T Xt
0 20 40 60
Abbildung 2.5: Eine weitere Punktwolke, die auf eine Verletzung

der A-Annahmen hindeutet.
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Yt
10 -
8 1 o ¢
°
6' Y [ ]
°
41 N oo..
2_..0.0 ° °
ol . . ——
0 20 40 60

Abbildung 2.6: Eine weitere Punktwolke, die auf eine Verletzung
der A-Annahmen hindeutet.
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2.2 Statistisches Repetitorium |

@ Dieses Repetitorium beschéftigt sich ausschlieBlich mit
dem Thema Zufallsvariablen.

@ Es werden nur diejenigen Aspekte wiederholt, welche
spater im Kurs benétigt werden.
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2.2.1 Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsverteilung

e Frage: Wie viele mogliche Auspragungen besitzt die
Zufallsvariable:

”

u; = "Geworfene Augenzahl bei einmaligem Wiirfeln

Antwort:

e Frage: Welche Wahrscheinlichkeit besitzt jede einzelne
Auspragung?
Antwort:

?
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o Frage: Wie viele mogliche Auspragungen besitzt die
Zufallsvariable:

up = “Summe der geworfenen Augenzahlen

bei zweimaligem Wiirfeln” 7

Antwort:
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@ Die Wahrscheinlichkeit fiir die Auspragung 2" betragt
bei w:
f(2)=(1/6)-(1/6) =1/36.

@ Die Wahrscheinlichkeit fiir die Auspragung “3" betragt
f(3)=2-(1/6)-(1/6) =2/36.

@ Jeder der moglichen Auspragungen von up kann eine
Wabhrscheinlichkeit ihres Auftretens zugeordnet werden.

@ Man bezeichnet diese Zuordnung als die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable uy.
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f(u2)

6,36
5,/36-
4/36-
3/36-
2/36-
1/36-

2]

12345678 09101112
Abbildung 2.7: (Teil a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
diskreten Zufallsvariable us.
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@ Man unterscheidet zwischen diskreten Zufallsvariablen
und stetigen Zufallsvariablen.

e Ein weiteres Beispiel fiir eine diskrete Zufallsvariable ist:

uz = ,Summe der geworfenen Augenzahlen
bei 100.000 mal Wiirfeln“

e Frage: Wie viele Auspragungen besitzt diese
Zufallsvariable?
Antwort:
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e Ein Beispiel fiir eine stetige Zufallsvariable ist:

ug = “eine reelle Zahl aus dem Intervall [0,1]
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0 uga
0 1

Abbildung 2.7: (Teil b) Eine mogliche
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der stetigen Zufallsvariable ug.
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2.2.2 Erwartungswert einer Zufallsvariable

o f(u;) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, mit der die
Auspragung i der Zufallsvariable u beobachtet wird.

o Der Erwartungswert der Zufallsvariable u lautet:

N
E(u) = ;f(u,-) - uj (2.5)
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@ Wahrscheinlichkeiten miissen sich zu 1 addieren:
N
Z f(u,-) = 1 .
=1

@ Der Erwartungswert E(u) ist das mit den
Wahrscheinlichkeiten f(u;) gewichtete Mittel aller
moglichen Auspragungen der Zufallsvariable w.
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Numerische lllustration 2.1
Fiir die Zufallsvariable

u = “Geworfene Augenzahl bei einmaligem Wiirfeln”

gilt N = 6.

Frage: Welchen Erwartungswert besitzt diese Zufallsvariable?
Antwort:
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2.2.3 Varianz einer Zufallsvariable

@ Die Varianz einer Zufallsvariable misst die Streuung der
Zufallsvariable um ihren Erwartungswert:

N
var(u) = ;f(u,-) (ui — E(u))? . (2.6)
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Numerische lllustration 2.2
Da im Wiirfel Beispiel E(u) = 3,5, ergibt sich:
1

1 1
= —-—-06,25+--225+4+—--0,25
var(u) e L g uE -

1 1 1
Z.0254+-.2254+2.62
+6 0,5-I—6 ,5-I-6 6,25
= 2,91666 .
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o Die quadrierte Abweichung (u— E(u))? kann ebenfalls
als Zufallsvariable aufgefasst werden, wobei E(u)
zufallsunabhingig ist:

f(u) ="~ ((u,- — E(u))2) .
@ Dabei sind im Falle von
(uj — E(u))?* = (4 — E(u))?

die beiden Auspragungen (u; — E(u))? und (u; — E(u))?
dennoch als verschiedene Auspragungen zu interpretieren.
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Numerische lllustration 2.3
Im Wiirfelbeispiel gilt E(u) = 3,5 und

f(6) = f((6-35)7)
f(1) = f((1-35)?) .
Obwohl
(6—35)%=(1-35)>=6,25

sind (6 —3,5)2 und (1 — 3,5) als unterschiedliche
Auspragungen zu interpretieren.
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e Folglich kann die Varianz auch in der Form

N
; ((u; — E())?) (uj — E(u))?

ausgedriickt werden, bzw.

var(u) = E [(u — E(u))z} :

@ Die Wurzel der Varianz bezeichnet man als

Standardabweichung (engl.: standard deviation):

sd(u) = y/var(u) .

(2.7)

(2.8)
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2.2.4 Bedingte und gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

@ Gegeben seien die Zufallsvariablen

up = ,Geworfene Augenzahl bei einmaligem Wiirfeln
ug = ,Anzahl der natiirlichen Zahlen, durch welche die

geworfene Augenzahl teilbar ist".

Tabelle 2.2: Auspragungen der Zufallsvariablen u; und ug im
Zufallsexperiment ,.einmaliges Wiirfeln*.

Zufallsvariable Auspragung
u 1 2 3 45 6
Us 1 2 2 3 2 4
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e Fiir up ldsst sich eine bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung definieren: f (uy;|ug;).

@ Sie ordnet bei gegebenem Wert ug; jeder moglichen
Auspragung von u; die Wahrscheinlichkeit ihres
Auftretens zu.

e Fiir vorgegebenes ug; = 2 ergibt sich die folgende
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung:

F(u=1|ugj=2) = 0

f(tni=2|ugj=2) = 1/3
f(ul, 3|U6J— ) = 1/3
f(ul,—4|u61— ) = 0
f(ul, 5|U6J ):1/3
f(ul,—6|u6j—2) =0
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e Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung f(ux;,ue;)
ordnet jeder moglichen Auspragungskombination (uy;,ug;)
eine Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens zu.

o Es gilt:

f(uiue) = f(uilue)) - F(ug) = f(uej|uni) - £(uri) -
(2.9)
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Numerische lllustration 2.4
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der
Auspragungskombination uy; = 3 und ug; = 2 ergibt sich
gemaB der Gleichung (2.9) aus
f(ul,- = 3,u6j = 2) = f(ul,- = 3|U6j = 2) : f(u6j = 2)
1/3-1/2=1/6

oder alternativ aus

f(ul,- — 3,u6j — 2) — f(u6j — 2|U1,‘ — 3) . f(ul,- — 3)
= 1-1/6=1/6.
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(Forts.)
Tabelle 2.3: Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten der Zufallsvariablen
u und Up.
ui;
1 2 3 4 5 6
1 1/6 0 0 0 0 0
T 2 0 1/6 1/6 0 1/6 0
73 0O 0 0 1/6 0 O
4 0 0 0 0 0 1/6
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2.2.5 Kovarianz zweier Zufallsvariablen

Unkorreliertheit

@ Ein positiver Zusammenhang besteht, wenn tendenziell

(mj—E(wn)) > 0 = (usj — E (ug)) >0

(nj—E(n)) < 0 = (usj — E (ug)) <O .

@ Ein negativer Zusammenhang besteht, wenn tendenziell

(nj—E(n)) > 0 — (usj — E (ug)) <O

(nj—E(n)) < O = (ugj — E (ug)) >0 .
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@ Die Kovarianz der beiden Zufallsvariablen formalisiert
diesen Zusammenhang;:

Ny N
cov(uy,up) 2127‘ uij,uej) [(uri— E(u)) (usj — E (ug) )|(2.10)
= E[(un = E(w)) (us — E (u5))] - (2.11)

@ Betragt die Kovarianz 0, dann iiben die beiden
Zufallsvariablen keinen linearen Einfluss aufeinander aus.
Sie sind dann unkorreliert.
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Numerische lllustration 2.5

Der Erwartungswert von u; besitzt den Wert E(u;) = 3,5. Fiir
ug erhalt man:

1 3 1 1
Eug) = g1 2 24 23+ - -4=2333

und mit Hilfe von Tabelle 2.3

cov(uy,ug) = é (—2,5) (—1,333) +

+% (—0,5) (—0,333)

1
+5 (15) (-0333) +
— 1333,

~—~

—1,5) (—0,333)

(0,5) (0,666)

| =

—

2,5) (1,666)

ol— + ol
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Korrelationskoeffizient

@ Gegeben seien die Zufallsvariablen

us = ,KorpergroBe eines erwachsenen Engldanders™

u; = ,,SchuhgroBe eines erwachsenen Englanders® .

@ Der Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen us und uy

lautet:
cov(us,u7)

Sd(U5) . Sd(U7) .

o Es gilt immer —1 < cor(us,u7) < 1.

cor(us,u7) = (2.12)
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Unabhédngigkeit

@ Zufallsvariablen, die weder einen linearen noch einen
nicht-linearen Einfluss aufeinander ausiiben, werden als
statistisch unabhingig bezeichnet.

@ Ein Beispiel:
u; = ,,Geworfene Augenzahl bei Wiirfel 1*
und

uy = ,,Geworfene Augenzahl bei Wiirfel 2"

56



Okonometrie
-3 Spezifikation
L 2.2. Statistisches Repetitorium |

@ Die Kenntnis der tatsiachlich beobachteten Auspriagung
der ersten Zufallsvariable gibt keinerlei zusatzliche
Informationen iiber die Ausprdagung der anderen
Zufallsvariable:

f(ul,-|u2j) = f(ul,-) . (213)
@ Es ergibt sich aus (2.9) und (2.13):

f(ujwj) = f(uri|u)) - F(uj) = F(uri) - Fuy)) .
(2.14)
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2.2.6 Rechenregeln fiir Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Erwartungswert

@ Es seien 1y und wp zwei Zufallsvariablen und x; und x»
zwei Konstanten. Dann gilt:

E(x1) = x (2.15)

E(xi-up) x1-E(up) (2.16)
E(u+w) = E(un)+ E(w) (2.17)

und damit

E(xi+x- -w)=x1+x-E(w). (2.18)
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o Im Regelfall gilt: E(uy - u2) # E(u1) - E(u2). Nur wenn
u; und uy unkorreliert oder sogar voneinander unabhangig
sind, gilt:

E(Ul . UQ) = E(Ul) . E(UQ) . (2.19)

@ Es gilt immer:

E[E(u)] = E(u) .
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Varianz
@ Die Zufallsvariable us3 ergebe sich aus den anderen GroBen
gemaB u3 = x1 - up + xp - Up.
o Es gilt folgende Regel:

var(u3) = x?var(uy) 4 x3var(up) + 2xixpcov(ur, ) .
(2.20)
e Fiir den Spezialfall u3 = x1 + x» - up (also u; = 1) ergibt

sich:
var(u3) = x3var(u) . (2.21)
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Kovarianz
@ Die Kovarianz der zuvor definierten Zufallsvariable us und
einer Zufallsvariable uy lautet:

cov(ug,ug) = cov(xy-u+x -y, ug)
= cov(xy - ui,ug) + cov(xy - up,ug)
= xycov(ui,us) + xacov(un,ug) .(2.22)

@ Definition (2.11) zeigt, dass Kovarianzen immer
symmetrisch sind:

cov(uz,us) = cov(ua,uz) (2.23)
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2.2.7 Die Normalverteilung

@ Die Gestalt der Normalverteilung dhnelt Abbildung 2.7.

@ Die Gestalt hdngt ausschlieBlich vom Erwartungswert und
der Varianz der Zufallsvariable u ab:

u~ N(E(u)var(u)) .
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2.3 B-Annahmen

@ Annahmen, die im Rahmen der StérgréBen-Spezifikation,
also beziiglich der Variablen u; getroffen werden, werden
hier als B-Annahmen bezeichnet.
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2.3.1 Begriindungen fiir die Existenz der StorgroBe

@ Die verwendeten Daten enthalten Erhebungs- und
Messfehler.
@ Bestimmte erkldrende Variablen sind nicht beriicksichtigt.

@ Das menschliche Verhalten enthilt selbst ein
Zufallselement.

64



Okonometrie
-3 Spezifikation
L2.3. B-Annahmen

2.3.2 StorgroBen wiederholter Stichproben

@ Die Stichprobe umfasst T Wertepaare (x¢,y:).

@ Es wird im Rahmen der A-Annahmen unterstellt, dass
e =a+ Bxe + u .

@ Dabei besitzen die Parameter a und B unbekannte aber
fixe Werte.

@ Auch die Werte der Variable x; sind keine Zufallsvariablen.

e Fiir jede Beobachtung existiert eine eigene StérgréBe (u,
U, ..., ur) und jede dieser T StdrgroBen ist eine eigene
Zufallsvariable.
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Eine zweite Stichprobe mit den gleichen x;-Werten wie in der
ersten Stichprobe bezeichnet man als (gedanklich) wiederholte
Stichprobe.

@ Jede wiederholte Stichprobe wiirde neue Auspragungen
(Werte) fiir die T Zufallsvariablen (StorgroBen)

u, U, ..., ur liefern.

@ Der Erwartungswert E(up) entspricht dem arithmetischen
Mittel der unendlich vielen Auspragungen der
Zufallsvariable u;.

e Die Varianz var(up) misst die Streuung dieser
Auspragungen.

@ Analoges gilt fir wo, u3, ..., urt.
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Numerische lllustration 2.6

Tabelle 2.4: Mogliche Werte fiir die StorgroBen u; bei wiederholten
Stichproben.

Stichpr. 1 Stichpr. 2 Stichpr. 3
Xt Ut Xt Ut Xt Ut
Beob.1 10 05 10 -0,2 10 -0,1
Beob.2 30 -1,1 30 0,6 30 0

Beob.3 50 0,3 50 01 50 -0/4
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2.3.3 Formulierung der B-Annahmen

@ Jede der T StorgroBen u; ist eine eigene Zufallsvariable.

@ Beziiglich dieser Zufallsvariablen werden vier Annahmen
getroffen.

Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen t einen
Erwartungswert von 0, das heiBt,

E(u) =0, fuirt=12,...,T. (2.24)
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10 1

o N B~ O
P S

T T T Xt

0 20 40 60
Abbildung 2.8: Konstanter Messfehler bei der Erfassung von y;.
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Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen t eine konstante
Varianz, das heif3t,

var(u) = 02, fir t =1,2,...,T. (2.25)
e Falls Annahme b2 verletzt ist, spricht man von

heteroskedastischen (oder nicht homoskedastischen)
StorgroBen.
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Xt

0 20 40 60

Abbildung 2.9: Eine Punktwolke, die auf heteroskedastische
StorgroBen hindeutet.
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Die StorgroBen sind nicht miteinander korreliert, das heiBt,
cov(ug,us) =0, (2.26)

fir alle t # s sowie t =1,2,...,Tund s =1,2,.., T.

@ Ist Annahme b3 erfiillt, dann sagt man, dass keine
Autokorrelation vorliegt.

Die StorgroBen u; sind normalverteilt, das heiBt,

ur ~ N(E(u),var(u)) , firt=12,..,T.
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Yt
10 -

oSO N B OO

T T T Xt

0 20 40 60

Abbildung 2.10: Eine Punktwolke, die auf StérgréBen hindeutet,
welche nicht normalverteilt sind.

73



e
Okonometrie

|—2. Spezifikation
L2,3. B-Annahmen

N \

ut

Abbildung 2.11: Eine mogliche Wahrscheinlichkeitsverteilung einer
nicht normalverteilten StorgroBe ;.
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@ Wenn die Annahmen bl bis b3 erfiillt sind, dann spricht
man vom weiBen Rauschen der StorgroBen.

@ Wenn alle vier B-Annahmen erfiillt sind, dann hat jede
der T Zufallsvariablen u; die gleiche
Wahrscheinlichkeitsverteilung:

ur ~ UN(0,0?) , (2.27)

firallet=1,2,...,T.
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Xt
Abbildung 2.12: Eine Veranschaulichung des Annahmenkomplexes
bl-b4.
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2.4 Statistisches Repetitorium [l

@ Dieses Repetitorium beschéftigt sich ausschlieBlich mit
dem Thema Stichproben.

@ Es werden nur diejenigen Aspekte wiederholt, welche
spater im Kurs benétigt werden.
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2.4.1 Stichproben-Mittelwert einer Variable

@ Der arithmetische Stichproben-Mittelwert der T
Beobachtungen x1,x, ... ,x7 lautet:

__1¢
X:?;Xt,
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2.4.2 Stichproben-Varianz einer Variable

@ Der Durchschnitt der quadratischen Abweichungen vom
Stichproben-Mittelwert X betragt:

__ R 3
var(x) = ﬁ Z(Xt — X)2
t=1
1
= ﬁsxx )

wobei S, = Y[ (x; — X)? als Variation der Variable x
bezeichnet wird.
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e Frage: Warum wird durch T — 1 und nicht durch T
dividiert?
Antwort:

@ Die Stichproben-Standardabweichung lautet:

sd(x) = \/var(x) .

@ Gebrauchlich ist auch die Bezeichnung ,,Standardfehler“
und die Notation se(x).
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2.4.3 Stichproben-Kovarianz einer Variable

e Fiir die T Beobachtungspaare

(x101). (2, y2), -, (x7,y7) lautet die
Stichproben-Kovarianz:

__ |
cov(x,y) = ﬁZ(Xt_X)(.Vt_Y)
t=1
1
71

o Dabei bezeichnet S, = Y[ (xe — X)(yr — y) die
Kovariation.
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@ Der Stichproben-Korrelationskoeffizient lautet:

Gy
0 = 60 -sdy)
_ Sy /(T —1)
T VST -1 /5, /(T-1)
S

Xy .
V' Sxx /Sy
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2.5 C-Annahmen

@ Die Variablen-Spezifikation geschieht durch das
Formulieren der C-Annahmen.

Die exogene Variable x; ist keine Zufallsvariable, sondern kann
wie in einem Experiment kontrolliert werden.

Die exogene Variable x; weist nicht fiir alle Beobachtungen t
den gleichen Wert auf: S > 0.
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o Fiir eine Schitzung der wahren Gerade R miissen
mindestens zwei Beobachtungen vorliegen: T > 2.

e Frage: Warum ist diese Anforderung bei Erfiillung der
C-Annahmen automatisch erfiillt?
Antwort:
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Kapitel 3
Schatzung | Punktschatzung
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@ Das 6konometrische Modell der Einfachregression lautet:

yr =0+ Bxe + ue . (3.1)

Beispiel Trinkgeld

Im Trinkgeld-Beispiel stehen lediglich die nachfolgenden drei
Beobachtungen zur Verfiigung.

Tabelle 3.1: Rechnungsbetrag x; und Trinkgeld y; (beides in Euro)
von drei beobachteten Gasten.

Xt

t Yt
1 10 2
2 30 3
3 50 7
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0 T T T Xt

0 20 40 60

Abbildung 3.1: Die drei Beobachtungspunkte des
Trinkgeld-Beispiels.
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@ Schitzung, ist die Berechnung von numerischen
Schitzwerten @ und B fiir die wahren Parameter a und .

@ Schitzung ist also der Versuch in Abbildung 3.1 eine
Regressionsgerade R einzupassen, welche der wahren
Gerade R moglichst nahe kommt.

@ Um zwischen wahrer und geschatzter Sphire zu
unterscheiden, wird Letztere stets durch ein Dach
markiert: & bzw. f.

-~

@ Im Folgenden werden & bzw. B als Schatzer bezeichnet.
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Die Gleichung R
_/y\t = EZ + ‘BXt (32)

wird als das geschatzte Modell (Variante |) bezeichnet.

@ Dabei gibt die Variable y; zu jedem Rechnungsbetrag x;
den Trinkgeldbetrag an, der sich unseren Schdtzern « und
B zufolge in einer Welt ohne Storeinfliisse ergeben miisste.

@ Definiert man u; = y; — ¥, dann ldsst sich das
geschatzte Modell auch in der Variante Il angeben:

yt:a—i—BXt_‘_ﬁt .
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3.1 KQ-Methode — eine lllustration

@ Abbildung 3.2 zeigt drei unterschiedliche
Regressionsgeraden.

o Frage: Welche dieser Geraden wiirde man als die ,,am
besten passende Gerade* erachten? Begriinden Sie lhre
Wahl.

Antwort:
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ﬁ/

Yt

8 R
L4 ﬁ//
6
4 -
°

2 A °
0 T T T Xt

0 20 40 60

Abbildung 3.2: Drei verschiedene Regressionsgeraden.
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@ Frage: Welche Interpretation besitzen die vertikalen
Abstande der Punkte zur Regressionsgerade?
Antwort:

Die StorgroBen u; sind nicht beobachtbar. Die geschitzten
Werte dieser StérgréBen werden als Residuen u; bezeichnet.

@ Abbildung 3.3 veranschauchlicht den Unterschied
zwischen StérgréBen uy und Residuen U;.
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Xt

Abbildung 3.3: Der Zusammenhang zwischen Residuen &I und
StorgroBen uy;.
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@ Die Kleinstbetrag-Methode minimiert die Summe der
Residuenbetrige, also Y [uy|.

e Frage: Welche Regressionsgerade wiirde sich in
Abbildung 3.1 aus der Kleinstbetrag-Methode ergeben?

Antwort:

Die Kleinstquadrat-Methode (KQ-Methode) minimiert die
Summe der quadrierten Residuen, also Zﬁf.

@ Die Residuenquadrate der KQ-Regressionsgerade sind in
Abbildung 3.4 veranschaulicht.
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Yt

8 - R

uz{

6 a

4 Y

27 uf

0 T T T Xt
0 20 40 60

Abbildung 3.4: Die Residuenquadrate der Regressionsgerade R.
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@ Die Kleinstbetrag-Methode und die KQ-Methode liefern
unterschiedliche Regressionsgeraden, das heiBt
unterschiedliche Schitzwerte @ und .

@ In der KQ-Methode werden die Schitzwerte & und B e)
gewahlt, dass insbesondere einzelne groBe Residuen
vermieden werden.
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3.2 KQ-Methode — eine algebraische Formulierung

@ Es werden Formeln hergeleitet, welche direkt aus den
beobachteten Daten jene Werte & und f liefern, welche
die Summe der Residuenquadrate minimieren.

@ Diese Formeln werden als die KQ-Schétzer bezeichnet.
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3.2.1 Summe der Residuenquadrate

@ Die Summe der quadrierten Residuen lautet:
a 2

@ Die geschitzte Regressionsgerade R ist das grafische
Pendant zu dem durch die Schitzer & und B festgelegten
geschatzten Modell, also zu der linearen Beziehung

Ve =0+ Bx: . (3.4)
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0 T T T Xt
0 20 40 60

Abbildung 3.5: Der Zusammenhang zwischen beobachteten
Trinkgeldbetragen y:, vermuteten Trinkgeldbetrdgen ¥; und
Residuen ;.
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@ Aus Abbildung 3.5 erkennt man unmittelbar, dass
Ur =Yy — Yt - (3.5)
@ Einsetzen der Gleichung (3.4) in (3.5) ergibt
Uy = yy — 0 — th ) (3.6)

(Auflésen nach y; wiirde Variante Il des geschatzten
Modells ergeben)

@ Einsetzen von (3.6) in Gleichung (3.3) liefert

.
Sio=Y (v — & —Bxe)?. (3.7)
t=1
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3.2.2 Herleitung der Schitzformeln

@ Zur Vereinfachung der Notation werden im Folgenden die
Summenzeichen X ohne Laufindex t = 1,2, ..., T
geschrieben, also ) = ZtT:l.

@ Die Bedingungen erster Ordnung fiir ein Minimum von
S;; lauten:

3S:/08 =Y 2(y; — & — Px¢)(—1) =0 (3.8a)
0Syu/0B =) 2(yr —&@—PBxt)(—x) =0.  (3.8b)
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@ Nachdem beide Gleichungen durch —2 dividiert wurden,
konnen sie unter Beachtung der Rechenregeln fiir
Summenzeichen in folgender Form geschrieben werden:

Zyt_za_z/\gxt =0
ZYtXt_ZBZXt_Z,BXtXt =0

@ Durch weiteres Umformen ergibt sich

Yo = Ta+BY x (3.92)
Y yixe = @\th—FBZXf. (3.9b)
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@ Die Gleichungen (3.9) nennt man Normalgleichungen.
e Dividiert man (3.9a) durch T, erhilt man

y=a+px (3.10)
mty=(1/T)Ly: und X=(1/T)Y x.
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e Auflésen von (3.10) nach @ und Einsetzen in (3.9b) ergibt

Z)’tXt = th (}7—BY>+BZXE (3.11)
- zxtv—;xtﬁﬂgzxs

I
><|
‘<I
*cm
\'
|
N
_|_
=
X

und damit

Yy — Txy =B (L x¢—T%) . (3.12)
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@ Aus dem Statistischen Repetitorium Il stammen die
folgenden Definitionen:

Sy = Z(Yt —)7)2 = Z(Ytz — 20y +¥°) (3.13a)
= Y v -Y oy +) ¥
= Y ¥V -2yTY w/T+TY
= Zy3—27T7+ T72=Zy3— Ty
Y (% —%)° th (3.13b)
Z(xt —X) Zytxt Txy. (3.13c)

5 XX
Sy

@ S, ist die Variation der endogenen Variable,
Sy« die Variation der exogenen Variable und
Sxy die Kovariation.
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@ Einsetzen von (3.13b) und (3.13c) in (3.12) ergibt

Sy = BSwx - (3.14)

Jeweils nach @ und B aufgelost, liefern die Gleichungen
(3.14) und (3.10) die gewiinschten KQ-Schitzer fiir a
und B.

Seard Sy (3.15a)
= y—PBx. (3.15b)

2 ™)
|
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Numerische lllustration 3.1

Aus den Daten der Tabelle 3.1 ergibt sich X = 30 und y = 4.
Die Variationen betragen

Sy = Y (-7’ =4+1+9=14 (3.16)
S = Y (x—X)° =400+ 0+ 400 = 800 . (3.17)

Die Kovariation betragt

Sy = ) (=% (e~
= (=20)-(=2)+0-1+20-3=100. (3.18)
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(Forts.)

Die Werte der Schitzer @ und B errechnen sich gemaB

Swy/ Sxx = 100/800 = 0,125 (3.19)
= y—PBx=4-0125-30=025. (3.20)

R) ™)

Das geschatzte Modell lautet somit

Y+ = 0,25 +0,125 - x; .
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(Forts.)

In einer Welt ohne Stoéreinfliisse wiirde man fiir die
Rechnungsbetrdage x; = 10, xo = 30 und x3 = 50 die
folgenden Trinkgelder erwarten:

y1. = 025+4+0,125-10=1,5
% 0,25+ 0,125-30 =4
%) 0,25+ 0,125-50 = 6,5 .
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(Forts.)
Die Residuen lauten folglich:

i = y1—yn=2—-15=05
2=y =3-4=-1
i3 = y3—y3=7—-65=05

S
N
I

und die Summe der Residuenquadrate betrigt

Soa=) 2 =05+ (-1)°+052=15.

(3.21)
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@ Es existieren auch andere Schitzverfahren als die
KQ-Methode (z.B. Kleinstbetrag-Methode).

e Wenn & und B mit den KQ-Formeln (3.15) berechnet
werden, dann sollte man genaugenommen von den
KQ-Schatzern a9 und BKQ sprechen und nicht einfach
nur von den Schétzern @ und B

@ In diesem Kurs sind mit @ und B immer die KQ-Schatzer
gemeint.
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@ Fiir die Summe der Residuen einer KQ-Schitzung gilt
immer:

Y u =) (Yt _a_BXt) =Y y— Ta—BZXt =0,
(3.22)
wobei der letzte Schritt aus Gleichung (3.9a) folgt.

e Damit gilt B
=) 1u/T=0.

e Folglich erhalten wir

So=Y =Y (5-7)

@ Dies ist eine Rechtfertigung fiir die Notation S;;.
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3.3 Interpretation der KQ-Schitzer
Interpretation von B = 0,125
@ Der Schitzer /ﬁ\ ist der Steigungsparameter des
geschatzten Modells (y: = & + Bx¢):

d)/t
dXt

p=

o Frage: Was sagt B = 0,125 folglich aus?
Antwort:
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Interpretation von & = 0,25

e Frage: Was sagt « = 0,25 aus?
Antwort:

@ Der Parameter « ist eher als eine technische GréBe zu
verstehen, die festlegt, auf welchem Niveau sich der
beobachtete lineare Zusammenhang abspielt.
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3.4 Bestimmtheitsmal

@ Das BestimmtheitsmaB kann als Kriterium fiir die
»Erklarungskraft” einer KQ-Schatzung aufgefasst werden.
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3.4.1 Grafische Veranschaulichung

@ Die Variation der endogenen Variable lautet:

Sy =) (v ~9)° .

e Folglich ist die Variation S, die Summe der drei
Quadrate der Abbildung 3.6.

@ S,, beschreibt das AusmaB der Schwankungen der
endogenen Variable von y; um ihren Mittelwert y.

@ Die Regressionsgerade ARKQ ist der Versuch, diese
Schwankungen in y; durch die unterschiedlichen Werte x;
zu erklaren.
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Yt
81 !
° | ys-¥
4 8 _ R
|y1_—; ﬂ}/2—}’|
27 :
0 T : T T Xt
0 20 40 60

Abbildung 3.6: Die Variation der endogenen Variable y;.
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@ Aus der Herleitung der KQ-Schéatzformeln fiir den
Niveauparameter « folgt:

y=a+pBx. (3.10)
o Eine auf Grundlage der KQ-Methode gewonnene
Regressionsgerade Ry liefert folglich an der Stelle X den
Wert y.
o Frage: Was bedeutet dies fiir den Verlauf von /F?KQ in

Bezug auf das ,Gravitationszentrum* g = (X,y)?
Antwort:
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Syp ist der ,unerkldrte Anteil“ an der Variation Sy, .

Waire EKQ:P, dann wiirde dies bedeuten, dass

Yt —y = Uy und damit S5 = Sy,

Frage: Was wiirde dies fiir die Erklarungskraft der
KQ-Schitzung bedeuten?

Antwort:

Fir die in Abbildung 3.7 wiedergegebene Gerade ﬁKQ
haben die Residuenquadrate S;; — die Summe der
mittelgrauen Quadrate — ihr Minimum erreicht.
Gegeniiber R verringert ﬁKQ (Abbildung 3.7) den

unerklarten Anteil an der Variation der endogenen
Variable (S,,) von Sy, /S,, =1 auf 55;/5,,.
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Yt
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! wf | Byl
2 '/ up yl y:
0 T : T T Xt
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Abbildung 3.7: Die Variation der endogenen Variable y; und der
Anteil an dieser Variation, der auch durch Ryq nicht erklart
werden kann.
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@ Die Differenz aus Sy, und S;; ist die Variation der

Variable y;, die durch die Regressionsgerade /l'_\\)KQ erklart
werden kann:

Syy — Suz = .erklarte Variation™ . (3.23)

@ Es kann gezeigt werden, dass fiir den Fall der
KQ-Schatzung folgende Beziehung gilt:

werklarte Variation" = Z (e — 7)2 =Sy, (3.24)

wobei ¥ = y.

@ Grafisch entspricht die ,erklarte Variation" S}A,y der
Summe der in Abbildung 3.8 dunkelgrau schraffierten
Flachen.

@ Aus den Ausdriicken (3.23) und (3.24) folgt:

Sy = Spy + Saa -
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Abbildung 3.8: Die Variation der endogenen Variable y; und der
Anteil an dieser Variation, der durch IA?KQ erklart werden kann.
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:

3.4.2 Definition des BestimmtheitsmalBes

Das BestimmtheitsmaB R? ist folgendermaBen definiert:

2 _ ~erklarte Variation”

»gesamte Variation “
Syy — Swn _ Sy

= (3.25)
Syy Syy

o Frage: Welcher Wert ergibt sich fiir das
Bestimmtheitsmal, wenn die Punktwolke derjenigen in

Abbildung 3.9 entspricht?
Antwort:
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Abbildung 3.9: Eine mogliche Punktwolke.
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3.4.3 Berechnung des BestimmtheitsmaBes

o Es lisst sich zeigen, dass R? direkt aus den
Beobachtungsdaten mit Hilfe der folgenden Formel
berechnet werden kann:

R* = —isxy (3.26)
Yy

@ Wegen B = S,/ S« ergibt sich aus (3.26) folgende
Berechnungsformel fiir R?:

. (3.27)
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Numerische lllustration 3.2

Aus den Ergebnissen (3.16), (3.17) und (3.18) lasst sich das
BestimmtheitsmaB unmittelbar via Gleichung (3.27)

berechnen:
2 100?

~ 800 14
Da in (3.21) bereits berechnet wurde, dass S;; = 1,5, kdnnte
man R? auch aus Definition (3.25) berechnen:

~ 89,3% .

Sy—Sm  14-15

R* =
S 14

~ 89,3% .
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@ Das BestimmtheitsmaB einer Einfachregression steht in
enger Beziehung zum Korrelationskoeffizienten der
Variablen x; und y;:

Sxy 53}/ /)
corx,y):—::I: —~ = +VR?
( V S - vV Syy Sxxsyy

(siehe Statistisches Repetitorium II).
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4.1 Statistischer Hintergrund

@ Die KQ-Methode schreibt die f(/)\lgenden Formeln fiir die
Berechnung der GréBen @ und 8 vor:

. Sy
P =5,
& = y—Bx.

o Die KQ-Schitzer werden weiterhin durch @ und B anstatt
~ ~Ki .
durch @49 und B ? bezeichnet.

@ Grundlage ist wieder das Konzept der wiederholten
Stichprobe.
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@ Jede der T Beobachtungen besteht aus einem Wertepaar
(xe.ye)-
@ Es wird unterstellt, dass die Beziehung zwischen jedem
Wertepaar x; und y; durch das 6konometrische Modell

Ye = &+ Bxt + uy (4.1)

beschrieben werden kann.
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4.1.1 Warum ist y; eine Zufallsvariable?

e Fiir jede wiederholte Stichprobe ergiben sich fiir alle u;
normalerweise neue Werte.
@ Jede der T StorgroBen u; ist deshalb eine eigene
Zufallsvariable.
e Da
yr =+ Bxe + e,

sind die Werte von y; lediglich eine ,,mechanische
Transformation* der Zufallsvariable u;.
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Numerische lllustration 4.1

Tabelle 4.1: Mogliche Werte fiir die StérgroBen uy und Trinkgelder

y: bei wiederholten Stichproben.

Stichprobe 1

Stichprobe 2

Stichprobe 3

Xt Ut Yt

Xt Ut Yt

Xt Ut Yt

Beob.1 10 05 20 10 -0,2 1,3 10 -01 1,4
Beob.2 30 -1,1 30 30 06 47 30 0 41
Beob.3 50 03 70 50 01 68 50 -04 6,3
wund B 0,25/0,125 0,142/0,138  0,258/0,123
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(Forts.)
Es sei « = 0,2 und B = 0,13. Das wahre Modell lautet folglich:

yt:O,2+O,13'Xt+Ut.

Die Zufallsvariablen u;, up und w3 haben in den wiederholten
Stichproben die in Tabelle 4.1 aufgefiihrten (eigentlich nicht
beobachtbaren) Werte angenommen.

Frage: Uberpriifen Sie in Tabelle 4.1 die Werte von y;.
Antwort:
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4.1.2 Warum sind die KQ-Schatzer Zufallsvariablen?
o Esgilty = (Xy;)/ T und

~ 5xy
P =5,
Yxeyr — T'Xy

SXX
_ LXtyt — Ly X (4.2)

SXX
Yyt (xe —X)

Sy
Xt

- Y S_X. (4.3)

[aus (3.13b)] =
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e Ferner gilt: R
X=y—BX. (4.4)

Numerische lllustration 4.2

Tabelle 4.1 zeigt, dass sich in jeder wiederholten Stichprobe
neue Werte fiir die KQ-Schitzer @ und B einstellen wiirden.
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o Die KQ-Schitzer

Sy
-
& = y—pBx

sind Zufallsvariablen.

@ Die KQ-Schatzer besitzen folglich jeweils eine eigene
Wahrscheinlichkeitsverteilung (jeweils mit Erwartungswert
und Varianz).

@ Auch bei anderen Schitzverfahren waren die Schatzer fiir
« und B Zufallsvariablen mit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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4.2 Zwei Kriterien: Unverzerrtheit und Effizienz

. =A . . .
Ein Schatzer B heit unverzerrt, wenn die aus wiederholten
~A

Stichproben ermittelten Werte p im Mittel den wahren Wert
B treffen wiirden, das heiBt, wenn gilt:

EBY =5
Definition: Effizienz

. A, .. .
Ein unverzerrter Schatzer B ist effizient, wenn er innerhalb
der Klasse der unverzerrten Schitzer die kleinste Streuung

var(BA) aufweist.
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f(B)

B

EG=p EG)

Abbildung 4.1: Ein unverzerrter (B ) und ein verzerrter (BB)
Schatzer.
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f(B)

B

Abbildung 4.2: Zwei unverzerrte Schitzer mit unterschiedlicher
Varianz.
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f(B)

B

5

~D
Abbildung 4.3: Ein verzerrter Schitzer mit geringer Varianz ()

. . . A
und ein unverzerrter Schatzer mit groBerer Varianz ().
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4.3 Unverzerrtheit und Effizienz der KQ-Methode

@ Es lasst sich fiir die KQ-Schatzer zeigen, dass unter den
getroffenen A-, B- und C-Annahmen (Annahmen b2 bis
b4 sind allerdings nicht erforderlich):

E@ =« und E(B)=§8. (4.5)

Unter den getroffenen A-, B- und C-Annahmen (Annahmen b2
bis b4 nicht erforderlich) sind die KQ-Schétzer @ und
unverzerrt.
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@ Ferner lasst sich zeigen, dass
var(B) = 0%/ Sex
und

var@) = 0?(1/T +%°/S«)
cov(@,B) = —0%(x/Sk) .

e Die KQ-Schitzer @ und B sind lineare Schitzer.

(4.6a)

(4.6b)
(4.6¢)
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o Frage: Welchen Einfluss besitzen die GroBen 02 und Sy
auf die Varianz des KQ-Schatzers B?
Antwort:
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@ Man kann zeigen, dass die Varianzen (4.6a) und (4.6b)
die geringst moglichen innerhalb der Klasse der
unverzerrten linearen Schétzer darstellen.

Unter den getroffenen A-, B- und C-Annahmen (Annahme b4
nicht erforderlich) sind die KQ-Schiatzer @ und § innerhalb der

Klasse der unverzerrten linearen Schitzer effizient
(BLUE-Eigenschaft).
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@ Wenn auch Annahme b4 (Stérterme u; sind
normalverteilt) hinzugenommen wird, dann lsst sich
zeigen:

Unter den getrofFeneAn A-, B- und C-Annahmen sind die
KQ-Schitzer @ und B innerhalb der Klasse aller unverzerrten
Schatzer, nicht-lineare Schitzer eingeschlossen, effizient
(BUE-Eigenschaft).

@ Ein und dieselbe Varianz ist mit sehr verschiedenen
Verteilungen vereinbar (siehe Abbildung 4.4).
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"

Abbildung 4.4: Zwei unverzerrte Schitzer mit identischer Varianz.
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4.4 Statistisches Repetitorium Il

@ Es werden die folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen
kurz vorgestellt:

o Standard-Normalverteilung
o x°-Verteilung

o t-Verteilung

o F-Verteilung
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4.4.1 Standard-Normalverteilung

e Die Standard-Normalverteilung ist eine Normalverteilung
mit einem Erwartungswert von 0 und einer Varianz von 1.

@ Jede normalverteilte Zufallsvariable lasst sich durch
geeignete Transformation in eine standard-normalverteilte
Zufallsvariable tiberfiihren.

@ Es sei u eine normalverteilte Zufallsvariable:
u~ N(E(u),var(u))

mit E£(u) = p und var(u) = 02 (d.h. sd(u) = o).
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@ Die Zufallsvariable u wird linear transformiert:

z:lu—ﬁzu. (4.7)
o (o o

@ Die Zufallsvariable z ist ebenfalls normalverteilt, denn die
lineare Transformation einer normalverteilten
Zufallsvariable folgt ebenfalls einer Normalverteilung.

e Fiir den Erwartungswert E(z) erhilt man:

E(z) = E<1u—ﬁ>

(o o
_ 1 W
[aus (2.16), (2.17)] = “E(u)-E (E>
[aus (2.15)] = ly _E_y.
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e Fiir die Varianz var(z) ergibt sich:

var(z) — var (lu_ﬁ>
laus (2.21)] = var(u) =

e Folglich gilt:
z~N(01) .

@ Man bezeichnet die Transformation (4.7) als
Standardisierung der Zufallsvariable u.
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4.4.2 x?-Verteilung

@ Betrachtet wird die folgende Zufallsvariable:

¢ = “Summe aus v quadrierten standard-normalverteilten
unabhangigen Zufallsvariablen” .
= 212+222+...+23.

@ Diese zusammengesetzte Zufallsvariable ¢ folgt einer
2 T
X(V)—Vertellung.

Cc~ X%V) .
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X%U)—Wert

Abbildung 4.5: Drei exemplarische X%v)—Verteilungen mit
unterschiedlichen Freiheitsgraden v.
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4.4.3 t-Verteilung

@ Es sei c eine va)—verteilte Zufallsvariable und z eine von
¢ unabhingige, standard-normalverteilte Zufallsvariable.

@ Aus diesen beiden Zufallsvariablen l&sst sich folgende
Zufallsvariable konstruieren:

c/v

@ Diese Zufallsvariable folgt einer t-Verteilung mit v
Freiheitsgraden:
t~ t(v) .
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o Fur die t(,)-Verteilung gilt
E(t)=0.

e Die t(v)—Verteilung mit unendlich vielen Freiheitsgraden
(v — ©00) entspricht der Standard-Normalverteilung.
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0 t-Wert

Abbildung 4.6: Drei exemplarische t,)-Verteilungen mit
unterschiedlichen Freiheitsgraden v.
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4.4 4 F-Verteilung

@ Es sei ¢j eine )(%Vl)—verteilte Zufallsvariable und ¢, eine

von ¢; unabhidngige, X%vz)—verteilte Zufallsvariable.

@ Aus ¢; und ¢ lasst sich die folgende Zufallsvariable

bilden:
a/vi  a w

/v o v
@ Diese Zufallsvariable ist F-verteilt:

F~F

vi,ve)
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F-Wert

Abbildung 4.7: Drei exemplarische F(,, ,,)-Verteilungen mit
unterschiedlichen Freiheitsgraden v; und v;.
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4.5 Wahrscheinlichkeitsverteilungen der KQ-Schitzer o

~

und B

o Die KQ-Schitzer & und B sind lineare Transformationen
der Zufallsvariablen y;.
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4.5.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung von y;
@ Aus den Annahmen bl bis b4 ergibt sich:
ur ~ UN(0,02),  firallet=12,.,T.

e Da die StorgroBe uy normalverteilt ist, gilt dies auch fiir
ihre lineare Transformation
yr =0+ Pxe + ur .
o AuBerdem gilt:

E(yt) = Ela+Bxe+ u

E (a) + E(Bxe) + E (ur)
&+ Bxt +0
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e Ferner gilt:

e
[[yt—tx—ﬁxt ]
[
[

var (yr) =

u ]

E
E
E
E

- E(u))?]

0

(= var(ut))
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:

e Da die Unabhiangigkeits-Eigenschaft der u; durch die
Transformation nicht beriihrt wird, sind auch die y;

voneinander unabhingig.
@ Diese Resultate implizieren, dass

ye ~ UN(a+ Bxz,0?),  firallet =1,2,..,T.
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-~

4.5.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung von @ und

@ Die gewichtete Summe unabhingig normalverteilter
Zufallsvariablen ist ebenfalls normalverteilt.

@ Gleichungen (4.3) und (4.4) zeigen, dass sich die Formeln
der KQ-Schitzer (Zufallsvariablen) @ und B als eine
gewichtete Summe der unabhingig normalverteilten
Zufallsvariablen y; darstellen lassen.
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@ Unter Ausnutzung der Ergebnisse (4.5), (4.6a) und (4.6b)
ergibt sich das folgende Resultat:

Die KQ-Schitzer & und B sind normalverteilte Zufallsvariablen
mit

& ~ N(ao?(1/T+%*/S«))
B~ N(Bo?/Sq) - (4.8)
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Kapitel 5
Schatzung |l: Intervallschatzer
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o Die Schitzer @ und B werden hdufig als Punktschatzer
bezeichnet.

@ Es wird im Folgenden eine Schitzformel entwickelt, die
aus den Daten einer Stichprobe ein Intervall berechnet.

@ Die Formel bezeichnet man als Intervallschétzer.

@ Grundlage fiir die Konstruktion der Formel ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schatzers B:

B~ N(B0?/S) . (5.1)

@ Sowohl die Position als auch die Gestalt dieser
Normalverteilung sind unbekannt.
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5.1 Intervallschatzer und ihre Interpretation

@ Der KQ-Punktschitzer fiir [3 lautet:

B 5.2
p- 52

@ Die Formel fiir den (KQ-)Intervallschitzer soll durch
[:B —kaj2 :B + ka/2] (5-3)

beschrieben werden kénnen.
@ Sie soll so beschaffen sein, dass sie mit vorgegebener

Wahrscheinlichkeit 1-a Intervalle [B — ki B—l— ka/Z]
liefert, die den wahren Wert B iiberdecken:

Pr{B_ka/2§ﬁ§B+ka/2}:1_a- (5.4)
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@ Den Wert a bezeichnet man als Signifikanzniveau.
@ Das aus der Stichprobe tatsichlich berechnete Intervall
[,3 — ka/o i B+ ka/o| bezeichnet man als
Konfidenzintervall.

@ Dieser Begriff wird in der Statistik immer fiir Intervalle
verwendet, die fiir unbekannte aber zufallsunabhingige
Parameter (z.B. «, S, (72) berechnet worden sind.

@ Jede wiederholte Stichprobe wiirde ein neues
Konfidenzintervall fiir B erzeugen.
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Stichprobe 1

// Stichprobe 2

: B

B

Abbildung 5.1: Konfidenzintervalle, die ein Intervallschitzer bei
wiederholten Stichproben und bekanntem o? liefern kénnte.
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5.2 Intervallschatzer fiir B bei bekanntem ¢

Schritt 1: Standardisierung von B
o Aus var(B) = 02/ S, folgt:

sd(B) = V02 / 5 (5.5)

wobei unterstellt ist, dass 02 bekannt ist.
@ Die normalverteilte Zufallsvariable B wird standardisiert:

sd(B)  sd(p)

@ Die Zufallsvariable z ist demnach standard-normalverteilt:

z~N(01) .
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e Frage: Warum gehen wir den Umweg iiber z statt direkt
mit B zu arbeiten?
Antwort:
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Schritt 2: Ermittlung eines z, ,-Wertes

@ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer
standard-normalverteilten Zufallsvariablen z ist bekannt.

@ Die Standard-Normalverteilung ist symmetrisch um 0.

e Frage: Es gilt Pr{z < 0,44} = 0,67. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass z in das Intervall [—0,44 ; 0,44]
fallt?

Antwort:
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@ Fiir eine standard-normalverteilte Zufallsvariable z lassen
sich deshalb fiir jedes Signifikanzniveau a feste
Intervallgrenzen —z, /5 und z,,, angeben, so dass

Pr{—z,p<z<z,}=1-a. (5.7)

@ In Worten: Bei einem Anteil von 1-a der wiederholten
Stichproben liegt der jeweilige Wert fiir die
standard-normalverteilte Zufallsvariable z im (festen)
Intervall [—z,,5; z,/2].
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Numerische lllustration 5.1

Es sei ein Signifikanzniveau von 5% vorgegeben, also a = 0,05
und damit a/2 = 0,025.

Frage: Welche Werte —zj 925 und z 925 lassen sich aus
Tabelle T.1 ablesen?

Antwort:
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Schritt 3: Formulierung des Intervallschatzers

@ Setzt man (5.6) in Gleichung (5.7) ein, so ergibt sich

—z & z =1—a
Pr{ 272 < %) < a/2} 1-a. (5.8)

@ Die zuldssigen mathematischen Umformungen der
Ungleichungen innerhalb der geschweiften Klammern,
verdndern die Aussage der Gleichung nicht.

=)

%)
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Numerische lllustration 5.2

X sei die Zufallsvariable , geworfene Augenzahl bei einmaligem
Wiirfeln “.

Frage: Fiir welche Auspragungen ist {3 < X < 5} erfiillt und

wie groB ist Pr{3 < X <5}?
Antwort:

Frage: Fiir welche Ausprigungen ist {2 < X — 1 < 4} erfiillt?
Antwort:

Frage: Wie groB ist also Pr{2 < X —1 < 4}?

Antwort:
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@ Man kann also in (5.8) innerhalb der geschweiften
Klammern nach B auflosen:

Pr{—B - za/z-sd(B) <-—
= Pr {[3 + 2,0 - sd
= Pr{ﬁ — Zy/p - 5d

@ Gleichung (5.9) legt erneut ein Intervall fest:

[B — Zyn - sd(B) : E—i— Zy/n sd(B)} . (5.10)

@ In Worten: Bei einem Anteil von 1-a der wiederholten
Stichproben deckt das jeweils gemaB (5.10) berechnete
Konfidenzintervall den festen wahren Wert f ab.
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@ Ein Vergleich der Beziehungen (5.9) und (5.4) bzw. der
Intervalle (5.10) und (5.3) zeigt unmittelbar, dass

kj2 = 2,72 sd(P) . (5.11)

e Das Intervall [B —2,/0-5d(B) ; B+ 2ay2 - sd(ﬁ)} ist der
Intervallschadtzer des Parameters p.
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Numerische lllustration 5.3

Es wurde bereits z, /o, = 1,96 ermittelt. Es wird
(unzuléssigerweise) angenommen, die Varianz der StorgroBe uy
sei bekannt und betrage 0® = 2. Folglich ergibt sich aus
Gleichung (4.6a):

sd(B) = V02 / S = /2/800 = 0,05 .
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(Forts.)
Der Intervallschatzer (5.10) wird folglich zu

[B— 1,96 - 0,05 ; B+1,96-o,05] .

Aus (3.19) ist bereits bekannt, dass B = 0,125. Einsetzen
liefert
(0,125 —1,96- 0,05 ; 0,125+ 1,96 - 0,05]

und damit das Konfidenzintervall [0,027 ; 0,223].
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5.3 Intervallschatzer fiir B bei unbekanntem ¢

@ In der Realitit ist 02 unbekannt.

2

@ Folglich muss o“ in einem vorgelagerten Schritt geschatzt

werden.
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5.3.1 Herleitung des Intervallschatzers
Schritt 1: Schitzung von o und sd(p)

Numerische lllustration 5.4

Tabelle 5.1 wiederholt die in Tabelle 4.1 wiedergegebenen —
eigentlich nicht beobachtbaren — StérgroBen (gedanklich
wiederholter) Stichproben.
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(Forts.)

Tabelle 5.1: Mogliche Werte fiir die StorgroBen u; bei wiederholten
Stichproben.

Stichprobe
1 2 3
Beobachtung1 0,5 -0,2 -0,1
Beobachtung 2 -1,1 0,6 0
Beobachtung3 0,3 0,1 -0/4

Mit Hilfe der KQ-Methode wurden aus Stichprobe 1 die Werte
« = 0,25 und B = 0,125 berechnet und hieraus wiederum die
Residuen 7 = 0,5, o = —1 und 13 = 0,5.
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(Forts.)

Alle StorgroBenwerte der Tabelle 5.1 werden durch den
gleichen ,,Zufallsgenerator* erzeugt.

2 ausgenutzt

Frage: Warum kann dies fiir die Schitzung von ¢
werden?

Antwort:
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@ Wiren die StorgroBenwerte direkt beobachtbar, kdnnte
als Schitzformel fiir o2 einfach die Stichproben-Varianz

verwendet werden.

@ Es sind allerdings lediglich die Residuen bekannt.
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@ Folgendes Resultat kann gezeigt werden:

Wenn Annahmen bl bis b3 erfiillt sind, dann ist im Rahmen
der Einfachregression die Formel
(/7\'2 Sﬁﬁ

== (5.12)

ein unverzerrter Schitzer fiir 02,

o Ist 0 ermittelt, kann auch

berechnet werden.
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Numerische lllustration 5.5

Aus (3.21) ist bekannt, dass S;; = 1,5. Die Schitzung der
unbekannten StérgroBenvarianz o betrigt

0°=5,5/(T-2)=15/1=15. (5.14)

Der Wert Sy = 800 ist aus Resultat (3.17) bekannt. Die
Standardabweichung des Schatzers B errechnet sich gemaB

sd(B) = \/5°/ S = v/1,5/800 ~ 0,0433 . (5.15)
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Schritt 2: Standardisierung von ,/B\

e Die Zufallsvariable B wird der folgenden Transformation
unterzogen:

3_ER B
(1~ PZEB) _B-B (5.16)
sd(p)  sd(p)
e Die Zufallsvariable t folgt einer t-Verteilung mit (7-2)
Freiheitsgraden:

t ~/ t(T—Q) .
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Schritt 3: Ermittlung eines t, /,-Wertes

@ Aus der statistischen Theorie ist bekannt, dass sich fiir
eine t(7_p)-verteilte Zufallsvariable t fiir ein vorgegebenes
Signifikanzniveau a feste Intervallgrenzen —t,,, und t,/,
angeben lassen, so dass

Pr{—t,p <t<ty}=1—a. (5.17)

@ In Worten: Bei einem Anteil von 1-a der wiederholten
Stichproben fillt der jeweilige Wert t ins Intervall

[_ta/2 ; ta/2]-
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Numerische lllustration 5.6
Aus Tabelle T.2 konnen die Werte —t,,, und t,,, abgelesen
werden.

Frage: Welche Werte ergeben sich fiir a = 0,05 und T = 3?
Antwort:
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: :

Schritt 4: Formulierung des Intervallschitzers

@ Setzt man (5.16) in Gleichung (5.17) ein, und I6st nach B
auf, so ergibt sich

Pri{B—ty>-sd(B) <P <B+tsr-sd(B)} =1-a.
(5.18)
@ Gleichung (5.18) definiert den Intervallschatzer.

‘Formel: Intervallschatzer
Btz sd(B): B+ o sd()]  (519)
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@ Der Vergleich der Intervalle (5.19) und (5.3) zeigt, dass
k=ty2-sd(B) . (5.20)

@ Simtliche numerischen Werte des Intervallschitzers
(5.19) sind bekannt.
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Numerische lllustration 5.7

In Schritt 1 wurde sd(B) ~ 0,0433 errechnet. In Schritt 3
ergab sich t,,,=12,7062. Aus Resultat (3.19) ist bekannt,

dass B:0,125. Einsetzen der bisherigen Ergebnisse in den
Intervallschitzer (5.19) liefert

[0,125 — 12,7062 - 0,0433 ; 0,125+ 12,7062 - 0,0433]
und damit das Konfidenzintervall [—0,4252 ; 0,6752].

@ Da in der Praxis 02 niemals bekannt ist, benutzt man den
Intervallschitzer (5.19) und nicht den Intervallschitzer

(5.10).
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L 5.3. Intervallschatzer fiir B bei unbekanntem o2

5.3.2 Interpretation des Intervallschatzers

Stichprobe 1

// Stichprobe 2

A

p

p
Abbildung 5.2: Konfidenzintervalle, die ein Intervallschétzer bei
wiederholten Stichproben und unbekanntem ¢? liefern konnte.
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Numerische lllustration 5.8
Das Konfidenzintervall des Trinkgeld-Beispiels betragt
[—0,4252 ; 0,6752].

Dieses Konfidenzintervall sagt nicht, dass  mit 95%
Wabhrscheinlichkeit innerhalb dieses Intervalls liegt!

Wahrscheinlichkeitsaussagen beziehen sich immer auf
Zufallsvariablen und nicht auf ihre tatsachlichen Auspragungen.
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L 5.3. Intervallschitzer fiir B bei unbekanntem o2

5.3.3 Aussagekraft von Intervallschatzern

@ Der KQ-Punktschatzer B ist eine MutmaBung beziiglich
des wahren Wertes p.

@ Der Intervallschitzer (5.19), dessen Zentrum B ist, liefert
ein Signal fiir die Verlasslichkeit der MutmaBung.

@ Die Verladsslichkeit ist umso groBer, je enger das
Konfidenzintervall.

@ Ein enges Konfidenzintervall erfordert einen geniigend
hohen Informationsgehalt in den Daten.
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- 5.3. Intervallschatzer fiir B bei unbekanntem o2

e Frage: Welchen Einfluss hat der Beobachtungsumfang T
auf die Intervallbreite?
Antwort:

o Frage: Welchen Einfluss hat bei gegebener
Standardabweichung sAd(,B) und gegebenen
Freiheitsgraden T—2 das Signifikanzniveau a auf die
Intervallbreite?

Antwort:

196



Okonometrie
- 5. Schitzung Il: Intervallschitzer

- 5.4. Intervallschatzer fiir a

5.4 Intervallschatzer fiir a
@ Ausgangspunkt ist die Gleichung
Prix —k<a<a+k}=1-—a.

@ Folgt man den beschriebenen vier Schritten, so ergibt sich
schlieBlich

Pr{@ — tyy2-sd(®@) Sa <@+ typ-5d@) ] =1-a,
wobei mit Blick auf Ergebnis (4.6b)
@) =P/ T+R/S) . (521)
@ Der Intervallschitzer fiir & lautet somit

[az — by sdR) ; R+t s?/(a)] . (5.22)
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- 5.4. Intervallschatzer fiir a

Numerische lllustration 5.9
Im Trinkgeld-Beispiel ist bereits bekannt, dass

% = 30, See=800 und 02=15.

Damit ergibt sich gemiB (5.21) eine geschitzte
Standardabweichung von

sd(®) = /1,5 (1/3+ 302/800) ~ 1,4790.

Der Wert von t,/, betrdgt weiterhin 12,7062 und der Schatzer
® besitzt gemaB (3.20) einen Wert von 0,25. Einsetzen in
(5.22) liefert ein Konfidenzintervall von [—18,5424 ; 19,0424].
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Kapitel 6
Hypothesentest
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L 6.1. Zweiseitiger Hypothesentest

6.1 Zweiseitiger Hypothesentest
@ Jeder Test beginnt mit einer Ausgangsbehauptung, der
sogenannten Nullhypothese Hy : B = q.

e Eine Alternativhypothese H; besagt das exakte Gegenteil
der Nullhypothese, also H; :  # q.

@ Ein konkretes Beispiel: Hy : = 0,7 und H; : § #0,7.

@ Im Hypothesentest wird kontrolliert, ob B in der N&he von
q liegt

@ Im Beispiel wiirde kontrolliert werden, ob B in der N3he
von 0,7 liegt, z.B. innerhalb des Intervalls [0,6; 0,8].

o Liegt B auBerhalb des Intervalls, wird Hy abgelehnt.
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6.1.1 Ein grafisches Entscheidungsverfahren

@ Vereinfachend wird zundchst angenommen, o2 und damit

~

var(p) wiren bekannt.
e Wenn die Nullhypothese Hy : B = q wahr ware (und auch

o2 und damit var(B) bekannt wiren), dann wiirde man
die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Schétzers B genau angeben kdnnen:

B~ N(q,var(B)). (6.1)

@ In Abbildung 6.1 ist diese Normalverteilung dargestellt.
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f(B)

a/2 . a/?2

p

q_ka/2 q q+ka/2

Abbildung 6.1: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schitzers B
(giiltig nur unter der Pramisse, dass Hp : B = g wahr ist).
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J

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei Giiltigkeit der
Nullhypothese der Wert von B im Intervall
(ka2 i q+ka o] liegt, betrigt 1 — a.

Formal:
Pr{a—kp<B<atkpp=1-a. (62
Liegt B im Intervall [g—k,/2 i g+k, /2], dann wird die

Nullhypothese nicht verworfen.

Das Intervall [g—ks/2 i g4k 2] wird als
Akzeptanzintervall bezeichnet.

Das Wort ,, Akzeptanz" bedeutet nicht ,wahr" oder
»korrekt"”, sondern lediglich, dass es zu keiner Ablehnung
der Nullhypothese gekommen ist.

Passender ware deshalb der Begriff ,, Toleranzintervall “
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o Liegt B im linken oder rechten Bereich auBerhalb des
Akzeptanzintervalls, dann lehnt man Hy ab.

e Frage: Welche Rechtfertigung kann man fiir diese
Ablehnung heranziehen?
Antwort:

@ Man sagt dann, der geschatzte Wert E ist statistisch
signifikant von dem Wert der Nullhypothese entfernt.
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@ Die Bereiche auBerhalb des Akzeptanzintervalls werden
hier als ,,Ablehnungsbereiche “ bezeichnet.

@ Die Wahrscheinlichkeitsmasse in den Ablehnungsbereichen
betrdgt insgesamt immer a.

@ Diese Wahrscheinlichkeitsmasse wird als das
Signifikanzniveau des Hypothesentests bezeichnet.

@ Es handelt sich um einen zweiseitigen Hypothesentest
(Ablehnungsbereiche auf beiden Seiten).
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@ Abbildung 6.1 basiert auf der Annahme, dass Hyp wahr ist.

e Frage: Warum wird das Signifikanzniveau a oftmals als
Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet?
Antwort:

206



Okonometrie
- 6. Hypothesentest
L 6.1. Zweiseitiger Hypothesentest

6.1.2 Ein analytisches Entscheidungsverfahren

@ Da 02 nicht bekannt ist, wird nichtB mit
[g—ka/2 i q+kao] verglichen, sondern es wird ein
~transformierter Vergleich” angestellt.

@ Bei diesem transformierten Vergleich wird t (das

~

transformierte ) mit —t,/5 und t,/, (den
transformierten Werten g—k,/, und g+k,/,) verglichen.
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Schritt 1: Formulierung von Hy und Hy und Festlegung des
Signifikanzniveaus a

@ Ausgangspunkt sind die Null- und Alternativhypothese:

Ho:B=q und H:B#q.

@ Sie sollen auf einem Signifikanzniveau von a getestet
werden.

Numerische lllustration 6.1

Ho lautet im Trinkgeld-Beispiel: § = 0,7 und die
Alternativhypothese H; lautet B # 0,7. Das Signifikanzniveau
betrage a = 0,05.
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Schritt 2: Schtzung von sd(B)

@ Aus den Gleichungen (5.13) und (5.12) ist bereits
bekannt, dass sd(B) aus

sd(B) = \/7°/ Sux (6.3)

ermittelt werden kann, wobei

% =S5/ (T—2) . (6.4)
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Numerische lllustration 6.2

Es liegen T = 3 Beobachtungen vor. Aus den Resultaten
(3.21) und (3.17) ist bekannt, dass S;; = 1,5 und S, = 800.
Die StorgroBenvarianz ¢ kann aus

0’ =S5 /(T—2)=15/1=15

geschatzt werden und die Standardabweichung des Schitzers

B aus
sd(B) = \/7°/ S« = v/1,5/800 ~ 0,0433 . (6.5)
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Schritt 3: Ermittlung des t-Wertes aus der Stichprobe
@ Die Zufallsvariable B wird transformiert:
L (6.6)
sd(p)
e Frage: Warum kann t in Bezug auf die Nullhypothese Hy
als ein WiderspruchsmaB interpretiert werden und warum
ware B — q fiir sich noch kein sinnvolles MaB3?

Antwort:
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Numerische lllustration 6.3

Aus der Stichprobe ergab sich in (3.19) B = 0,125 und Schritt
2 lieferte sd(p) ~ 0,0433. Somit erhilt man:

—q 0125-07
sd(B) 00433

t= ~ —13,2794 .

&) ‘®>

@ Es kann gezeigt werden, dass bei Giiltigkeit der
Nullhypothese die standardisierte Zufallsvariable t einer
t-Verteilung mit T2 Freiheitsgraden folgt:

t~ t(T—Z) .
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Schritt 4: Ermittlung des kritischen Wertes t, /»

o Fir eine t(7_j)-verteilte Zufallsvariable lassen sich bei
vorgegebenem Signifikanzniveau a feste Intervallgrenzen
—t,/o und t,/o angeben, so dass:

Pr{—t,p <t<ty}=1—a. (6.7)

Numerische lllustration 6.4

Aus Tabelle T.2 kdnnen die kritischen Werte (Intervallgrenzen
—t,/o und t,/,) abgelesen werden.

Frage: Welche kritischen Werte ergeben sich im
Hypothesentest des Trinkgeld-Beispiels?
Antwort:
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Numerische lllustration 6.5

Frage: Der mit Formel (6.6) berechnete Wert t ist bei
Giiltigkeit der Nullhypothese Hy : p = 0,7 eine t(7_5)-verteilte
Zufallsvariable. Wie sollte Gleichung (6.7) in Bezug auf den
Test der Nullhypothese folglich interpretiert werden?
Antwort:
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Schritt 5: Vergleich von t,/, und t

e Falls |t| > t,/5, wird die Nullhypothese verworfen.

Numerische lllustration 6.6

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangt man im
Hypothesentest des Trinkgeld-Beispiels?

Antwort:
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@ Die fiinf Schritte eines zweiseitigen t-Tests lassen sich
folgendermaBen zusammenfassen:

Um die Nullhypothese Hp : B = g auf einem Signifikanzniveau
von a zu testen, wird der t-Wert

berechnet, wobei B = S,/ Sx und S/E/(B) = 1/0%/S, mit
7% = S;5/ (T — 2). Liegt der t-Wert auBerhalb des
Akzeptanzintervalls [—t,/5 , t;/2], dann wird Hy verworfen.
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6.1.3 Zusammenhang zwischen analytischem und grafischem Vorgehen

@ Der Vergleich von B mit den Intervallgrenzen
q-ty/n - SAd(B) bzw. g+ t,/5 - sAd(,/B\) und der Vergleich
von t mit den Intervallgrenzen —t,,, und t, 5 sind
letztlich dquivalent.

@ Einsetzen des Ausdrucks (6.6) in Gleichung (6.7) liefert:
Pri{—ty2 < (B-a)/sd(B) <t} =1—a.
= Pr{g—t2sd(B) <P < q+tsd(B)} =1-a (68)

217



Okonometrie
- 6. Hypothesentest
- 6.1. Zweiseitiger Hypothesentest

o Liegt B auBerhalb des Akzeptanzintervalls
[q—ta/g : sAd(B) L gttty SACI(B)] , wird Hg verworfen.

@ Dies ergibt sich genau dann, wenn t auBerhalb des
Intervalls [—t,,5 ; t,/2] liegt, denn (6.8) und (6.7) sind
unmittelbar ineinander iiberfiihrbar.

Numerische lllustration 6.7
Als Akzeptanzintervall ergibt sich hier [0,1498 ; 1,2502]. Da

der in der Stichprobe beobachtete Wert von B = 0,125
auBerhalb dieses Intervalls liegt, wird Hp : p = 0,7 auch auf

Basis des Vergleiches von B mit g = 0,7 abgelehnt.
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@ Das Zentrum des Akzeptanzintervalls
[q— 2/2 " sAd(B) L gttty sAd(B)} ist g. Es ist durch
Hy festgelegt.

e Frage: Warum ist die Breite des Akzeptanzintervalls aber

zufallsabhangig?
Antwort:

e Frage: Wie muss Gleichung (6.8) folglich interpretiert

werden?
Antwort:
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6.1.4 Zusammenhang zwischen zweiseitigem Hypothesentest und
Intervallsch&tzer
@ Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem t-Test
einer Nullhypothese der Form Hp : B = q und dem mittels
Intervallsch&tzer berechneten Konfidenzintervall.

@ Lost man den Ausdruck in den geschweiften Klammern
der Gleichung (6.8) nach g auf, so ergibt sich

PF{B— 3/2-5/21(:3\) §q§3+t3/2~5/21'(3)}:1—2-

e Frage: Wie ist diese Gleichung zu interpretieren?
Antwort:
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@ Es geniigt also, den Wert g der Nullhypothese mit dem
im Rahmen der Intervallschdtzung berechneten
Konfidenzintervall zu vergleichen.

o Liegt g auBerhalb des Konfidenzintervalls, dann wird die
Nullhypothese verworfen.

Numerische lllustration 6.8

An friiherer Stelle ergab sich fiir B fiir ein Signifikanzniveau
von 5% das Konfidenzintervall [—0,4252 ; 0,6752].

Der in der Nullhypothese Hp : B = 0,7 postulierte Wert wird
von diesem Intervall nicht abgedeckt.

Die Nullhypothese wird folglich abgelehnt.
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Jede Nullhypothese Hyp : B = q, deren g-Wert nicht vom
berechneten Konfidenzintervall abgedeckt wird, wird
verworfen. Wird der g-Wert hingegen abgedeckt, wird die
Nullhypothese nicht verworfen.
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6.2 Einseitiger Hypothesentest

@ Anstelle von Nullhypothesen der Form Hp : B = g konnen
auch Nullhypothesen der Form Hp : B > q oder
Ho : B < q getestet werden.

@ Es handelt sich dann um einen einseitigen Hypothesentest.
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6.2.1 Ein grafisches Entscheidungsverfahren

@ Abbildung 6.2 illustriert den Test einer Nullhypothese der
Form

Ho:B<gq (und damit H; : g > q) .

@ Da der Ablehnungsbereich rechts ist, heit ein solcher
Test rechtsseitiger Hypothesentest.

@ Im Vergleich zu einem zweiseitigen Hypothesentest muss
bei gleichem Signifikanzniveau a
(Irrtumswahrscheinlichkeit) die Wahrscheinlichkeitsmasse
am rechten Rand verdoppelt werden, also
q+ ks < q+kyo.
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f(B)

q q+ka P

Abbildung 6.2: Zweiseitiger und rechtsseitiger Test mit identischem
Signifikanzniveau a und folglich mit unterschiedlichen kritischen
Werten. 25
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6.2.2 Ein analytisches Entscheidungsverfahren

o Formal liegt dem rechtsseitigen Test (Hp : B < q)
folgende Beziehung zugrunde:

Pr{ngJrka}:l—a. (6.9)

e Frage: Wie ist Gleichung (6.9) zu interpretieren?
Antwort:
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Schritt 1: Formulierung von Hy und Hy und Festlegung des
Signifikanzniveaus a
@ Im rechtsseitigen Test lauten die Null- und
Alternativhypothese
Ho:p<q wund H :B>q.

@ Sie sollen auf einem Signifikanzniveau von a getestet
werden.

~

Schritt 2: Schétzung von sd(p)

@ Das Vorgehen ist identisch mit demjenigen des
zweiseitigen Tests.
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Schritt 3: Ermittlung des t-Wertes aus der Stichprobe

@ Den t-Wert der Stichprobe errechnet man wie gewohnt
aus

L (6.10)
sd(p)
wobei g die in der Nullhypothese Hp : B < g formulierte
Grenze zwischen Hy und H; darstellt.
@ Aus der Statistik ist bekannt, dass bei Giiltigkeit von
p=a

t ~ t(T—2) .
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Schritt 4: Ermittlung des kritischen Wertes t,

o Fir eine t(1_5)-verteilte Zufallsvariable t kann bei
vorgegebenem Signifikanzniveau a eine feste
Intervallgrenze t, angegeben werden, so dass:

Pr{it<t,}=1-a. (6.11)

Schritt 5: Vergleich von t, und t

e Fillt t groBer als t, aus, dann wird die Nullhypothese
verworfen.
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Numerische lllustration 6.9

Der Okonometriker vermute, dass der Rechnungsbetrag einen
positiven Einfluss auf das Trinkgeld ausiibe. Wir verwenden
das Gegenteil der Vermutung als Nullhypothese.

Schritt 1: Hyp : B < 0 und H; : B > 0 und Signifikanzniveau
a=5%.

Schritt 2: In Gleichung (6.5) wurde sd(B) ~ 0,0433 berechnet.
Schritt 3: Der t-Wert der Stichprobe errechnet sich aus

—q 01250

= =2 . 12
sd(B) 0,0433 8368 (6.12)

t_

Q) ‘®>
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(Forts.)
Schritt 4: Aus Tabelle T.2 kann der t,-Wert ermittelt werden.

Schritt 5: Der t-Wert wird mit dem t,-Wert verglichen.

Frage: Zu welchem Testergebnis gelangen wir?
Antwort:

Frage: Zu welchem Testergebnis wéren wir gelangt, wenn die
Ergebnisse von B = 0,125 und sd(B) ~ 0,0433 auf einer Basis
von 20 Beobachtungen (18 Freiheitsgraden) zustande
gekommen waren?

Antwort:
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@ Die fiinf Schritte eines einseitigen t-Tests lassen sich
folgendermaBen zusammenfassen:

Um die Nullhypothese Hp : B < g auf einem Signifikanzniveau
von a zu testen (rechtsseitiger t-Test), wird der t-Wert

berechnet, wobei B = S/ S i s/a(B) = \/0%/S. mit
02 =S5/ (T — 2). Liegt dieser t-Wert auBerhalb des
Akzeptanzintervalls (—oo , t,], dann wird Hy verworfen.
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Um die Nullhypothese Hp : B > q zu testen (linksseitiger
t-Test), wird der t-Wert mit dem Akzeptanzintervall
[—ta, 00) verglichen.
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6.3 p-Wert

@ Es wird der rechtsseitige Hypothesentest Hy : B < g
betrachtet.

Traditionelles Vorgehen

o Fiir die Ablehnung der Nullhypothese muss t > t, gelten.

e Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangt man im
oberen Teil von Abbildung 6.37
Antwort:
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Abbildung 6.3: Die Gleichwertigkeit von Tests auf Basis des t- und
p-Wertes.
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Der p-Wert eines Tests von Hp : B < q ist die
Wahrscheinlichkeitsmasse rechts vom berechneten t-Wert.
Der p-Wert eines Tests von Hp : B > q ist die
Wahrscheinlichkeitsmasse links vom berechneten t-Wert.

Alternatives Vorgehen

e Fiir die Ablehnung der Nullhypothese muss p < a gelten.

@ Dies ist ein Vergleich von Wahrscheinlichkeitsmassen.

e Frage: Warum fiihren beide Vorgehen immer zur gleichen
Testentscheidung?
Antwort:
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Numerische lllustration 6.10

Im Trinkgeld-Beispiel lautete die Nullhypothese Hp : f < 0.
Aus der Stichprobe wurde in (3.19) und (6.5) errechnet, dass
B = 0,125 und sd(B) ~ 0,0433.

Daraus ergab sich in (6.12) ein t-Wert von 2,8868.

Es war t; = 6,3138.

Okonometrische Standard-Software liefert die
Wahrscheinlichkeitsmasse (p-Wert), die auBerhalb des durch
den t-Wert definierten Intervalls (—oco ; 2,8868] liegt.

Fiir die betrachtete Stichprobe ergibt sich p = 10,6% und
damit p > a.

Die Nullhypothese kann nicht verworfen werden.
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6.4 Wahl der geeigneten Nullhypothese und des geeigneten

Signifikanzniveaus

@ Im Trinkgeld-Beispiel laute die Anfangsvermutung:

Der Rechnungsbetrag iibt einen positiven Einfluss auf die
Hohe des Trinkgelds aus (8 > 0).

e Fir die Untermauerung dieser Anfangsvermutung stehen
zwei Strategien zur Verfiigung:
A) Das Gegenteil der Vermutung wird als
Nullhypothese verwendet (Hp : § < 0).

B) Die Vermutung wird als Nullhypothese verwendet
(Ho : ﬁ Z 0).
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6.4.1 Strategie A: Nullhypothese behauptet Gegenteil der

Anfangsvermutung

@ Es wird Hp : B < 0 getestet.
@ Dies ist ein rechtsseitiger Test.

@ Vier Fille sind fiir das Ergebnis des Hypothesentests
denkbar:

© Korrekte Ablehnung
@ Irrtiimliche Ablehnung
© Korrekte Akzeptanz
Q lrrtiimliche Akzeptanz
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o Frage: Gegeben Hp : B < 0 ist wahr (im Sinne von
B = 0), wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass im
Hypothesentest der Fall 2 eintritt (siehe kritischer Wert k
in Abbildung 6.4)7
Antwort:

@ Das Signifikanzniveau a wird auch als Typ I-Fehlerrisiko
(oder auch als a-Fehler) bezeichnet.
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£(B Strategie A:
®) ategie

Typ ll-Fehlerrisiko Typ I-Fehlerrisiko

™)

Abbildung 6.4: Die Bedeutung des Typ I-Fehlerrisikos
(Signifikanzniveau a) in Teststrategie A.
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@ Es kann im Hypothesentest auch zur irrtiimlichen
Akzeptanz“ der Nullhypothese Hp : B < 0 kommen.

e Frage: Die rechte Wahrscheinlichkeitsverteilung in

Abbildung 6.4 sei korrekt, also Hp : B < 0O sei nicht wahr.

Warum ist das eingezeichnete Typ II-Fehlerrisiko die
Wahrscheinlichkeit, dass im Hypothesentest eine
irrtiimliche Akzeptanz eintritt?

Antwort:

242



Okonometrie
- 6. Hypothesentest
- 6.4. Wahl der geeigneten Nullhypothese und des geeigneten Signifikanzniveaus

@ Es besteht ein Zielkonflikt zwischen niedrigem Typ
I-Fehlerrisiko und niedrigem Typ lI-Fehlerrisiko.

o Frage: Auf welches Fehlerrisiko sollte im Kontext der

Strategie A mehr geachtet werden?
Antwort:

e Frage: Was bedeutet dies fiir die Wahl des
Signifkanzniveaus?
Antwort:
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6.4.2 Strategie B: Nullhypothese stimmt mit Anfangsvermutung

tiberein

@ Nun wird Hp : B > 0 getestet.
@ Dies ist ein linksseitiger Test.

@ Auch hier sind die vier Fille fiir das Ergebnis des
Hypothesentests denkbar:

© Korrekte Ablehnung
@ Irrtiimliche Ablehnung
© Korrekte Akzeptanz
Q lrrtiimliche Akzeptanz
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o Frage: Gegeben Hp : B > 0 ist wahr (im Sinne von
B = 0), wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass im
Hypothesentest eine irrtiimliche Ablehnung eintritt (siehe
kritischer Wert k in Abbildung 6.5)?
Antwort:
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(B Strategie B:
®) raegle B

Typ |-Fehlerrisiko Typ ll-Fehlerrisiko

|
x
o
=)

Abbildung 6.5: Die Bedeutung des Typ |-Fehlerrisikos
(Signifikanzniveau a) in Teststrategie B.

246



Okonometrie
- 6. Hypothesentest
- 6.4. Wahl der geeigneten Nullhypothese und des geeigneten Signifikanzniveaus

@ Es kann im Hypothesentest auch zur irrtiimlichen
Akzeptanz“ der Nullhypothese Hp : B > 0 kommen.

e Frage: Die linke Wahrscheinlichkeitsverteilung in

Abbildung 6.5 sei korrekt, also Hy : B > 0 sei nicht wahr.

Warum ist das eingezeichnet Typ |l-Fehlerrisiko die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im Hypothesentest eine
irrtiimliche Akzeptanz eintritt?

Antwort:
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o Frage: Auf welches Fehlerrisiko sollte im Kontext der
Strategie B mehr geachtet werden?
Antwort:

e Frage: Welche Probleme bestehen bei Strategie B?
Antwort:
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6.4.3 Trennschirfe von Tests

@ Es gibt einen Zielkonflikt zwischen Typ I|-Fehlerrisiko und
Typ ll-Fehlerrisiko.

@ Die , Gesamtverlisslichkeit " eines Tests wird als
Trennscharfe (power) bezeichnet.

e Gemeint ist die ,, Ablehnungskraft” im Sinne von Strategie
A.

@ Zusitzliche Informationen erhchen die Trennschirfe eines
Tests (kleineres Typ |-Fehlerrisiko bei gleichbleibendem
Typ ll-Fehlerrisiko oder auch umgekehrt).
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Typ ll- Fehlerr|5|ko Typ I-Fehlerrisiko

A B

)

Typ ll-Fehlerrisiko Typ I-Fehlerrisiko

Abbildung 6.6: Senkung des Typ I-Fehlerrisikos bei konstantem Typ
|I-Fehlerrisiko.
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Typ ll-Fehlerrisiko Typ I-Fehlerrisiko

)O
=
=)

Typ ll-Fehlerrisiko Typ I-Fehlerrisiko

Abbildung 6.7: Senkung des Typ Il-Fehlerrisikos bei konstantem
Tvp |I-Fehlerrisiko.
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6.4.4 Anmerkungen zu zweiseitigen Tests

@ Ein Test mit Hp : B # q ist nicht mdglich (egal ob die
Anfangsvermutung B = q oder 3 # q lautet).

@ Es kann immer nur Hp : B = q getestet werden.

o Lautet die Anfangsvermutung B # g, so lauft ein Test
von Hp : B = q auf Strategie A hinaus (kleines
Signifikanzniveau wahlen).

@ Lautet die Anfangsvermutung B = g, dann entspricht der
Test von Hp : B = q der Strategie B (groBes
Signifikanzniveau wahlen).
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7.1 Punktprognose
7.1.1 Berechnung der Punktprognose

@ Es werden hier nur ,,bedingte" Prognosen betrachtet.

e Frage: Warum ist die Basis fiir eine bedingte Prognose
immer das geschitzte Modell:

?t:a—l‘/,gxt-

Antwort:
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Numerische lllustration 7.1
Das geschatzte Modell lautet

7+ = 0,25 + 0,125 - x; .
Frage: Welchen Wert besitzt die bedingte Punktprognose (o)

fiir xp = 207
Antwort:
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@ Das allgemeine Vorgehen lautet: In das geschitzte Modell
Ve =0+ Bxt

setzt man einen bestimmten Wert xy fiir x; ein und erhilt
damit die Punktprognose:

Yo :a—{—ﬁXo . (7.].)
@ Der tatsichliche Wert von yg wird aber nicht yg, sondern
Yo =a+ Bxo+ uo

sein.
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@ Der Prognosefehler |&dsst sich gemaB

Yo— Yo = (&—l—BXo) — (lX—l—,BXo—i—uO)
= @—a)+(B—B)xo—w (7.2)

berechnen.
@ Es kann demnach zwei Ursachen fiir einen Prognosefehler
geben:
@ Stichprobenfehler: Die Parameterschitzungen o
und B kénnen von den wahren Werten a und S

abweichen.
@ StorgréBenfehler: Die StorgroBe wy kann einen von

0 verschiedenen Wert annehmen.
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7.1.2 Verlasslichkeit der Punktprognose

@ Statt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable
yo zu verwenden, wird iiblicherweise die
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prognosefehlers
(Yo — yo0) benutzt.

e GemiB Gleichung (7.2) gilt fiir den Erwartungswert des
Prognosefehlers:

EGo—y0) = E(@-a)+(B-B)o—w)

= E(@) - E(w) + E(Bx0) — E(Bx0) — E(uo)
— a—a+pxo—Pxo—0=0. (7.3)
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@ Es kann gezeigt werden (Anhang des Lehrbuches), dass
die Varianz des Prognosefehlers

\2
var (3o — yo) = 0° + 02 <i + bo=%)° ) (7.4)
T Sx
betragt.
@ Sie setzt sich aus dem StorgroBenfehler und dem
Stichprobenfehler zusammen.
o Da auch hier wieder die StérgroBenvarianz o nicht
bekannt ist, muss man sie durch den Schitzer
6% = S;u/(T-2) ersetzen:

o~ o~ R 1 oz 2
var(% — yo) = 0° <1+7+<X05—X)> . (75)

wobei 02 ausgeklammert wurde.
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Numerische lllustration 7.2

Fiir xp = 20 wurde ygp = 2,75 Euro prognostiziert.

In Gleichung (3.21) wurde eine StérgréBenvarianz von

7> =15 geschitzt.

In Resultat (3.17) wurde Sy = 800 berechnet und X betrug
30.

Demnach ergibt sich die geschatzte Varianz des
Prognosefehlers gemiB Formel (7.5) aus

7ar(Jo — yo) = 1,5 [1 +1/3+ (20— 30)° /800} — 2,1875 .

(7.6)
Fir xop = 5 ergidbe sich hingegen

7@t (3o — yo) = 1.5 [1 +1/3+ (5—30)> /800] — 13,1719 .
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7.2 Prognoseintervall

@ Es soll ein Prognoseintervall fiir yy berechnet werden.
@ Es taucht erneut das Problem auf, dass 0 unbekannt ist.
@ Aus Gleichung (7.4) wird offensichtlich, dass damit auch

sd(Yo — yo) = y/ var(¥o — yo)

unbekannt ist und geschatzt werden muss.
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Schritt 1: Schitzung von sd (Yo — yo) und Festlegung
des Signifikanzniveaus

o 02 wird durch den mit Formel (5.12) berechneten
Schitzer 7° ersetzt.

@ Aus Gleichung (7.5) erhilt man dann var (3 — yo) und
die Wurzel daraus entspricht sd (3o — yo).

@ Ferner wird das Signifikanzniveau a festgelegt.
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Schritt 2: Standardisierung des Prognosefehlers (yo—yo)

@ Der Prognosefehler (3 — yo) ldsst sich wie gewohnt
standardisieren:

=0

N ﬁ .
po bo- )ﬁ)): o —yo) _ o= g
sd(Yo — yo) sd(Yo — yo)

@ Die transformierte Zufallsvariable t folgt einer
t-Verteilung mit T2 Freiheitsgraden: t ~ t(1_5).
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Schritt 3: Ermittlung des t,,o-Wertes

@ Aus der Statistik ist bekannt, dass sich fiir eine
t(7_o)-verteilte Zufallsvariable t fiir vorgegebenes
Signifikanzniveau a feste Intervallgrenzen —t,,, und t,/,
angeben lassen (siehe Tabelle T.2), so dass

Pr{—t,p <t<ty}=1—-a.
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Schritt 4: Formulierung des Prognoseintervalls

@ Der Wert von t fallt mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — a in das Konfidenzintervall [—t, /5 ; t;/2], also

pr{_amgy{;ﬂ)gw}zl_a_

@ Durch Auflésen nach yy ergibt sich:

Pr{ffo— t,/o-5d(Jo—y0) < yo S?o+ta/2'§1()70—yo)} =1-a.
(7.8)
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@ Das gesuchte Prognoseintervall lautet folglich:

Yo — tay2-5d(Yo —y0) i Yo + tayz - sd(Yo — YO)]
(7.9)
@ Grafisch lasst sich fiir ein vorgegebenes Signifikanzniveau
a und einen gegebenen Beobachtungsumfang T die
Gestalt der Prognoseintervalle wie in Abbildung 7.1
beschreiben.
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Yo R ~
Yo+ tay2-sd(Yo — yo)

’,,/f\\’ Yo = TX\—FBXO

Yo — tay2-sd(Jo — yo)

X0

X

Abbildung 7.1: Die Abh&ngigkeit der Breite des Prognoseintervalls
vom Abstand (xp — X).
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Numerische lllustration 7.3
Es wurde in Gleichung (7.6)

\737(5/\0 - yo) = 2,1875
ermittelt. Die geschitzte Standardabweichung betrdgt somit

sd(Jo — yo) = V/2,1875 ~ 1,4790 .

Bei einem Signifikanzniveau von a = 5% und einem einzigen
Freiheitsgrad ergibt sich aus der Tabelle T.2 ein kritischer
Wert von t,,, = 12,7062. Bei einem bedingenden Wert von
xo = 20 lautete die Punktprognose: yy = 2,75. Einsetzen
dieser Werte in Formel (7.9) ergibt ein Prognoseintervall von

[—16,0425 ; 21,5425] .
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Beispiel Diinger

Auf einem Testareal mit 30 homogenen Beobachtungsparzellen
wurde ein Experiment durchgefiihrt, bei dem der
Gerstenoutput fiir verschiedene Kombinationen von ‘Phosphat’
und ‘Stickstoff' beobachtet wurde.

Tabelle 8.1: Phosphat p; (in kg/ha), Stickstoff n; (in kg/ha) und
Gerstenoutput g; (in dt/ha) auf 30 beobachteten Parzellen.

t Pt ng St t Pt ng St

1 22,00 4000 38,36 16 25,00 110,00 59,55

15 25,00 100,00 57,27 30 29,00 100,00 64,39
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@ Das skonomische Modell formalisiert den grundlegenden
Wirkungszusammenhang zwischen Gersten-Output (g)
und Diingemitteln (p und n):

g ="f(pn).
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8.1 A-Annahmen
8.1.1 Erster Schritt

@ Ein moglicher 6konomischer Wirkungszusammenhang:
g=ua+pp+pyn.

e Frage: Warum ist diese Spezifikation vermutlich keine
gute Beschreibung der Realitit?
Antwort:
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@ Realistischer ist
g — Apﬁl n:BQ , (81)

wobei A, B;, und B, drei konstante Parameter sind.
@ Logarithmieren beider Seiten liefert

Ing = In <Ap/31 nf82>
= InA+In <pﬁ1> +In (nﬁ2>
= InA+B;Inp+pB,Inn.

@ Definiert man y =Ing, x; = Inp und xo = Inn, ergibt
sich das vertraute lineare Modell

y=a+Bix1+ Brxa, (8.2)

wobei & = In A.
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e Das grafische Pendant der Gleichung (8.2) ist die ,wahre
Ebene™ R der Abbildung 8.1.

e Frage: Welches Vorzeichen besitzen in Abbildung 8.1 die
Parameter &, ; und B,7?

Antwort:

@ Gleichung (8.2) und damit die ,, wahre Ebene" R
beschreiben einen linearen Zusammenhang zwischen den
»logarithmierten Diingermittelmengen” und dem
»logarithmierten Gersten-Output”.
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jus

e--0

o 0O

-

X1,25 X1

Abbildung 8.1: Die wahre Ebene fiir den Zusammenhang zwischen
logarithmierten Diingemittelmengen (x; und x;) und

logarithmiertem Gersten-Output (y). -
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@ Die zu verwendenden Daten sind deshalb nicht mehr p;,

n: und gz, sondern ihre logarithmierten Werte:

Tabelle 8.2: Logarithmierte Daten.

t X1 X2 Yt
(=Inp:) (=Inn) (=1Ing)
1 3,0910 3,6889 3,6470
2 3,0910 40943 3,8924
30 3,3673 4 6052 4.1650
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8.1.2 Zweiter und dritter Schritt

o

Die Daten liegen als Datentripel (xi¢,x0¢,y:) vor mit
t=12,..., 30.

Die Daten sind in Abbildung 8.2 als Punktwolke
wiedergegeben.

Die Punkte liegen nicht auf der wahren Ebene R.

Es muss deshalb eine StérgroBe u; zum Modell
hinzugefiigt werden.

Das 8konometrische Modell lautet dann:
Yt =« + ,B]_Xlt + ,82X2t + ug , (83)

furt =1,2,...,30.
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Yt

Lo _e

X1t

Abbildung 8.2: Eine Punktwolke im dreidimensionalen Raum.
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e Frage: Was wird in Abbildung 8.1 anhand der
Beobachtung t = 25 veranschaulicht?
Antwort:
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@ K steht immer fiir die Anzahl der exogenen Variablen.

Das multiple Regressionsmodell lautet:
Ye = &+ Bixie + Boxor + .o+ Bu Xk + Ut (8.4)

e Folglich betragt die Zahl der Parameter des multiplen
Regressionsmodells immer K + 1 (K Steigungsparameter
B, und der Niveauparameter «).

@ Wenn im multiplen Regressionsmodell K = 1 gilt, dann
ergibt sich das einfache Regressionsmodell.

@ Bei K = 2 ergibt sich das Modell (8.3).
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8.1.3 Formulierung der A-Annahmen

@ Die funktionale Spezifikation vollzieht sich wie gewohnt
im Rahmen der A-Annahmen.

Im 6konometrischen Modell fehlen keine relevanten exogenen
Variablen und die benutzten exogenen Variablen sind nicht

irrelevant.
Der wahre Zusammenhang zwischen xi¢,xo¢, . .. , Xkt und y; ist

linear.
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Die K + 1 Parameter a,ﬁl,ﬁz, .. "BK sind fiir alle T
Beobachtungen (xi¢,%ot, ..., Xke.yt) konstant.

@ Im Folgenden wird unterstellt, dass die A-Annahmen im
Diinger-Beispiel erfiillt sind, also das 6konometrische
Modell (8.3) funktional korrekt ist.
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8.2 B-Annahmen

8.2.1 Formulierung der B-Annahmen

@ Die Spezifikation der StérgréBen vollzieht sich wie
gewohnt im Rahmen der B-Annahmen.

Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen t einen
Erwartungswert von 0, das heift,

E(u)=0, (8.5)

firt=1.2,..T.
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Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen t eine konstante
Varianz, das heiBt,
var(u;) = 02, (8.6)

furt=12..,T.

Die StorgroBen sind nicht miteinander korreliert, das heiBt,
cov(ut,us) =0, (8.7)

fiir alle t # s sowie t = 1,2,...., T und s =1.2,.., T.
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Die StorgroBe uy ist normalverteilt, das heiBt
uy ~ UN(0,0%) ,
fuirt=12,.,T.
@ Zusammengenommen bedeuten die Annahmen B1 bis B4:

ur ~ UN(0,0%),  firallet=12,.,T. (8.8)
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8.2.2 Interpretation der B-Annahmen

@ Wiederholte Stichproben wiirden bedeuten, dass man fiir
jede Diingerdosierung und damit fiir jede Parzelle t eine
eigene Sequenz von StorgroBen u; generiert.

@ Die Annahmen B1, B2 und B4 beziehen sich auf die
statistischen Eigenschaften dieser Sequenzen.

@ In Annahme B3 geht es um die Beziehung zwischen den
Sequenzen.
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|

e Frage: Nennen Sie Griinde dafiir, dass die Annahmen B1,
B2 und B3 im Falle des Diinger-Beispiels moglicherweise
nicht erfillt sind.

Antwort:
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@ Wenn in der tatsichlichen und in den wiederholten
Stichproben fiir jede Diingerdosierung die jeweilige
Parzelle zufillig aus den 30 Parzellen ausgelost werden
wiirde, dann konnte das Risiko einer Verletzung der
Annahmen B1 und B2 weitgehend vermieden werden.

@ Im Folgenden wird angenommen, dass im Diinger-Beispiel
alle B-Annahmen erfiillt sind.
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8.3 C-Annahmen

@ Die Spezifikation der exogenen Variablen vollzieht sich
wie gewohnt im Rahmen der C-Annahmen.

Die exogenen Variablen xi¢,x2¢, . . . ,xk¢ sind keine
Zufallsvariablen, sondern kénnen wie in einem Experiment
kontrolliert werden.
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@ In der Einfachregression forderte Annahme c2: Sy, > 0.

Es existieren keine Parameterwerte 74,71, 7. Yk (wobei
mindestens ein 7y, 7# 0), so dass zwischen den exogenen
Variablen x1¢,%0¢,...,xk: die lineare Beziehung

Yo+ Yixie +vpxer + o+ YiXke =0 (8.9)

furallet =1,2,..., T gilt.

290



Okonometrie
LS. Spezifikation
L 83. C-Annahmen

o Frage: Handelt es sich bei den Daten der Tabelle 8.3 um
perfekte Multikollinearitit?

Tabelle 8.3: Der Unterschied zwischen perfekter und imperfekter
Multikollinearitat.

X

X1t X2t X3t
1 12 4 2
2 17 6 3
3 32 12 6
4 10 2 4

T 20 8 5

291



Okonometrie
|—8. Spezifikation
L83, C-Annahmen

o Antwort:
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@ Um zu erkennen, warum Annahme C2 notwendig ist, wird
exemplarisch das 6konometrische Modell einer
Zweifachregression betrachtet:

Yt = &+ Byxie + Boxor + Uy . (8.3)
@ Obige Gleichung (8.9) vereinfacht sich dann zu

Yo + YiXit + Yoxor =0
und damit zu
st = = (70/72) = (11/72) xae = do + d1xar  (8.10)

wobei 8o = — (79/72) und 61 = — (71/7,).
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@ Gleichung (8.3) degeneriert dann zu einer
Einfachregression, denn

vi = o+ Byxie+ By(d0+ dixie) + ue
= o'+ B'xe+ e,

wobei
o' =+ Bydo

und

B’ = By +Byo1 .
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e Frage: Warum ist Annahme C2 eine Verallgemeinerung
von Annahme c27
Antwort:
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@ Wenn T < K+ 1, ist Annahme C2 automatisch verletzt.
e Folglich fordert Annahme C2 implizit, dass T > K + 1.
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@ Das 6konometrische Modell der Mehrfachregression
lautet:
Ve = &+ Byx1e + Boxor + .+ BrXke + Ut (9.1)
@ Das ckonometrische Modell der Zweifachregression lautet
Ve = &+ Byxie + Poxor + Ut (9.2)
@ Das geschatzte Modell lautet
Ve = a—i‘Blet +/,B\2X2t (9.3)
@ Als Residuum bezeichnen wir wieder

U =yt — Yr (9-4)
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Yt

wi oo

X1t

Abbildung 9.1: Der Zusammenhang zwischen wahrer Ebene R,

Schitzebene R und Residuen ;. oo
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e Frage: Was wird in Abbildung 9.1 anhand der
Beobachtung t = 25 veranschaulicht?
Antwort:
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e Aus Uy = y; — y; folgt
Ye =yt — Ut
@ Einsetzen in das geschitzte Modell
Y =0+ lelt + ngzt

und nach y; auflosen liefert die zweite Variante des
geschatzten Modells:

vt = & + Byxae + Byxor + T - (9.5)
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9.1 Punktschatzer w, Bl und Bz

@ Die Summe der quadrierten Residuen lautet:
Sio =Y. (9.6)
@ Das geschitzte Modell (9.5) nach Ty auflésen:

Uy =y — & — Byxae — Bpxor,  firt=12,...,T.
(9.7)
@ Einsetzen in (9.6) liefert

Sip = 2 (yt —a— lelt — B2X2t>2 . (9.8)

@ Diese Summe muss durch die Wahl von &, B, und B,
minimiert werden.
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L 9.1. Punktschitzer w, 31 und BZ
:

@ Es miissen die folgenden drei Bedingungen erster
Ordnung erfiillt sein:

0S5:5/08 = 0 (9.9)
0S;3/0B, = 0 (9.10)
9S53/9B, = 0. (9.11)

@ Diese miissen anschlieBend nach &, B, und 3, aufgelost
werden.
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@ Notation in der Einfachregression:
Variation S = Y (x¢ — x)?2
Kovariation S, = Z (xte —X) (ye —¥) .

@ Notation in der Zweifachregression:

Su o= Y 0ar %)’ =Y - Tx (9.12)
S = Y (ee—%) =Y 3 — T3 (9.13)
Sy = Y=V n-N=Yyp-TV (9.14)
S = Y (ar—X1) (e —X2) = Y_ xipxe—Tx1x2(9.15)
Siy = ), (xae—x1) (v —¥) =Y xaeye — Txay (9.16)
Soy = Y (e —%2) (ye —y) = ) eyt — Tx2y . (9.17)
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L 9.1, Punktschitzer @, By und B,
:

@ Man erhilt nach einer Reihe von Umformungen:
Siy = PiSu+PySe
Sy = ByS12+By5» .

e Nach 7, Bl und Bz aufgelGst, ergeben sich die folgenden

Gleichungen
& = y—Bx1— Byxa (9.18)
~ 52051y — 51252
= 9.19
P 51152 — 5%, (9.19)
- 5115y — S1251
Ba < > (9.20)

S1150 — S,
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Numerische lllustration 9.1
Aus den Daten ergeben sich die Werte:

S11 = 0,22369 (9.21)
S, = 3,67920 (9.22)
S,y = 0,44629 (9.23)
S1» = —0,00556 (9.24)
Sy = 0,13198 (9.25)
Sy = 0,96267 . (9.26)

Einsetzen dieser Werte in die Schitzformeln liefert die Schitzer
der exogenen Variablen (x1: = Inp;) und (x2r = Inny).
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(Forts.)

Sie lauten

B 3,67920-0,13198 + 0,00556-0,96267

b 0,22369 - 3,67920 — [—0,00556]°
~ 0,22369-0,96267 + 0,00556-0,13198

Po = 0,22369 - 3,67920 — [—0,00556]°

— 0,59652 (9.27)

— 0,26255 .(9.28)
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(Forts.)
Die Durchschnittswerte der drei Variablen lauten:
X1 = 3,22577, xp = 4,32415 und y = 4,01386.

Zusammen mit den Werten fiir Bl und Bz ergibt sich:

® = 4,01386 — 0,59652 - 3,22577 — 0,26255 - 4,32415
= 0,95432 .

Das geschitzte Modell lautet demnach

y: = 0,95432 + 0,59652 - x1+ + 0,26255 - xo; .
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9.2 Interpretation der Schatzer w, Bl und Bz
9.2.1 Formale Interpretation

@ Aus dem geschatzten Modell
Ve =@+ Brxae + By
erhilt man die Ableitungen
dy:/dx1: = By und 3V /dxa: = B, . (9.29)

o Frage: Welche formale Interpretation ergibt sich folglich?
Antwort:
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9.2.2 Okonomische Interpretation

Schitzer & = 0,95432 :

@ Bei Diingermengen xi: = Inp; =0 und xo: =Inn; =0
betragt der erwartete logarithmierte Gersten-Output

Ve = & = 0,95432

also -
Ing: = a = 0,95432 .

o Wenn die StérgroBenvarianz o2 nicht zu groB ist, dann gilt

Ing: ~Ing; .
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e Folglich erhalten wir

Ing; 0,95432
elngt _ e0,95432

[dae"& =3] & = %92 =250600. (9.30)
@ Man beachte, dass
xit =X+ =0
gleichbedeutend ist mit

ne=pr =1L
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Schitzer B, = 0,59652 und B, = 0,26255:

o Fir Bl gilt oo 3(ng,)
5 oyt n gt
P = oxir  0(Inp;) (9:31)
@ Da
alngt:i und alnpt:i
08t 8t op: Pt

konnen in Gleichung (9.31) 9 (Ingt) und 0 (In p;) durch

0g: / &g+ und dp; /pr ersetzt werden:

B, = dg: /g  100-(0g: /g:)  Prozentinderung von g;
L 9p:/p:  100-(dp; /p:)  Prozentinderung von p;
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o Frage: Welche dkonomische Interpretation besitzt
demnach B, im Diingerbeispiel?
Antwort: Es handelt sich um einen Spezialfall, namlich
um eine Elastizitat. Sie zeigt an, um wie viel Prozent der
Gerstenoutput steigt, wenn die Phosphatmenge um 1%
erhoht wird und gleichzeitig der Stickstoff unverandert
gelassen wird.

@ Folgende allgemeine Interpretation kann immer verwendet
werden:

Der KQ-Schitzwert Ek gibt an, um wie viel der Wert der
endogenen Variable y; ansteigt, wenn die exogene Variable xy
um eine Einheit erhéht wird und alle anderen exogenen
Variablen konstant gehalten werden.

313



Okonometrie
Lo. Schitzung

L 9.3. Autonome Variation der exogenen Variablen

9.3 Autonome Variation der exogenen Variablen
9.3.1 Korrelation zwischen den exogenen Variablen
@ Korrelationen zwischen den exogenen Variablen sind eine
Besonderheit der multiplen Regressionsmodelle.

e Fiir den Fall einer Zweifachregression soll die Starke der
Korrelation gemessen werden.
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L 9.3. Autonome Variation der exogenen Variablen

o Es werden zwei Hilfsregressionen durchgefiihrt:

xie = 7' +0 %0 + Ky (9.32)

~

X0 = ’)/” -l—/(gllxlt + )?mt . (9.33)

@ Die Residuen werden durch X3); und Xz}, bezeichnet.

@ In Analogie zu B = S,y / Sxx lauten die KQ-Schatzer

)
|

"= S$n/S»
" = S15/S51 .

)
I
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Numerische lllustration 9.2
Im Diinger-Beispiel gilt: S;1 = 0,22369, S>> = 3,67920,
512(: 521) = —0,00556, x; = 3,22577 und x» = 4,32415.

Fiir die Parameter des Modells (9.32) ergeben sich die

Schitzwerte
~ S5n —0,00556
V= = 0.34
S» 3,67920 ( )
= —0,00151

7! X1 — 6% = 3,22577 — 0,00151 - 4,32415  (9.35)
3,23230 .
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(Forts.)
Entsprechend erhilt man fiir Modell (9.33) die Schatzwerte
Sy _ S _ —000556
S 0,22369
= —0,02484
7" = % —0"x = 432415 — (—0,02484) - 3,22577
4,40428 .

Aus den beiden KQ-Schatzungen erhilt man auch die Werte
der Residuen Xj3); und Xp;.
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@ Das BestimmtheitsmaB zu Modell (9.32) sei hier durch
R?, bezeichnet.

e Fiir das Modell y; = a + Bx;: + u; errechnete man das
Bestimmtheitsmal aus

@ Das BestimmtheitsmaB zu Modell (9.32),
xit =7+ % + K1) lautet folglich
S

SnS511

R, = (9.36)
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@ Das BestimmtheitsmaB zu Modell (9.33) ist identisch mit
demjenigen des Modells (9.32), denn S;2 = Sp1 und
damit

Sh Sy
51152 520511

o Es gilt
C/O\r(xlthZt> ==x R12.2 '

wobei das Vorzeichen dem Vorzeichen des
Steigungsparameters 8’ bzw. 6" entspricht.
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Numerische lllustration 9.3
Aus den Ergebnissen (9.21), (9.22) und (9.24) erhilt man:

p2 _ Sh [—0,00556]
127 5.5, 0,22369 - 3,67920

—0,00004. (9.38)

Der Korrelationskoeffizient betragt folglich

cor (x1e.x0t) = —/0,00004 = —0,00613 .
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9.3.2 Berechnung der autonomen Variation

@ In der Einfachregression
Vi =&+ th + Uy

sind die KQ-geschitzten Residuen u; jene Komponente in
yt, welche nicht durch x; zu erkliren ist.

e Folglich sind x; und 4; unkorreliert.
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o Frage: Wie sind die Residuen %j;j; des KQ-geschétzten
Modells (9.32),

X1t = ?l —}—;S\/XQt —|—)A([1]t ,

zu interpretieren?
Antwort:
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Wir kénnen X(;}; als die autonome Komponente in x1
auffassen.

Die Variation von X(;j; wird hier als autonome Variation
5[11) bezeichnet.

Es lasst sich zeigen (siehe Lehrbuch-Anhang), dass
Sy = Su(l—RP,) . (9.39)

Aus der Gesamtvariation der exogenen Variable x;; wird
mit Hilfe des Korrekturfaktors (1 — R12,2) die autonome
Variation von xj; errechnet.

Frage: Warum ist 51 niemals gréBer als 5117
Antwort:
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L 9.3. Autonome Variation der exogenen Variablen
e Ganz analog gilt
Spo) = Sn2(1—R3y) . (9.40)
o Aus Gleichung (9.37) wissen wir, dass R3, = R2,.

Numerische lllustration 9.4

Wir wissen bereits, dass S;; = 0,22369, Sy, = 3,67920 und
R?, = 0,00004. Einsetzen in die Formeln (9.39) und (9.40)
liefert:

Sy = 0,22369 - (1 —0,00004) = 0,22368
Spo = 3,67920- (1 —0,00004) = 3,67906 .
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9.4 Informationsverarbeitung der KQ-Methode und
BestimmtheitsmaB R?2
9.4.1 Definition des BestimmtheitsmalBes

@ Es gilt wie in der Einfachregression
Gesamtvariation: S,y =Y (y: —7)°
unerklirte Variation: Sii = E (ﬁt — ﬁ)z = Zﬁf
erklarte Variation: Sy =) (Ve — )2, (9.41)

wobei

7272(1/T)2At-
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@ Damit ergibt sich genau wie bei der Einfachregression:
Sy = Sy + Saa - (9.42)

o Entsprechend ist das BestimmtheitsmaBB R genau wie im
Falle der Einfachregression definiert:

Syy — Sua _ Sy

R? =
Syy Syy

(9.43)
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9.4.2 Berechnung des BestimmtheitsmaBes

e Fiir die Einfachregression konnte gezeigt werden, dass
Syy = BSxy

und damit

R2:ﬁ:1/‘gsxy-

Syy Syy
e Fiir die Mehrfachregression kann gezeigt werden (siehe
matrixalgebraischen Lehrbuch-Anhang), dass

K
Siy =Y BiSky (9.44)
k=1

und damit K
R? = 55 = Li=1 Bidiy _ (9.45)
vy
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Numerische lllustration 9.5
Wir wissen, dass

B, = 059652 und B, = 0,26255
sowie
Si, = 0,13198, S, =0,96267 und S, = 0,44629 .

Einsetzen in Formel (9.45) ergibt

R2 _ 0,59652 - 0,13198 + 0,26255 - 0,96267

=74,3% .
0,44629 e
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(Forts.)

Okonometrische Standard-Software berechnet den Wert:
S;7 = 0,11481 . (9.46)

Eine Berechnung von R? mit Hilfe von Formel (9.43) liefert

folglich
~0,44629 — 0,11481

0,44629
was mit dem ersten Ergebnis aus Formel (9.45) iibereinstimmt.

R? = 74,3% ,
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9.4.3 BestimmtheitsmaBl und Venn-Diagramme

S S E S

() (b)

Abbildung 9.2: Grafische Veranschaulichung des
Bestimmtheitsmales.
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@ In der Einfachregression gilt:

b
a+b

R* =

@ In der Zweifachregression gilt:

2 BECHD

~“A+B+C+D
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9.4.4 KQ-Methode als zweistufiger Prozess

@ Die autonomen Komponenten Xyj; und Xp); ergaben sich
als Residuen der beiden Hilfsregressionen (9.32) und
(9.33):

xir = 7' +0"%0 + X[t
Xor = ?H —|—/5\//X1t + )A<[2]t .

@ Diese beiden Einfachregressionen stellen deshalb die erste
Stufe des zweistufigen Prozesses dar.

@ In der zweiten Stufe wird zunichst folgende
Einfachregression durchgefiihrt:

Yr = DC;_ + :B{I_)A([l]t + Vit . (947)

@ Dabei ist vi; die StorgroBe der Regression.

332



Okonometrie

- 9. Schitzung
- 9.4. Informationsverarbeitung der KQ-Methode und BestimmtheitsmaB R2

Der KQ-Schiatzer fiir den Steigungsparameter ,5/1 lautet
wie gewohnt

_ Sy
,31 5[ } (9.48)
wobei Smy = Z()?m ; )(

zwischen X(1); und y; ist.

—y) die Kovariation

X(1]¢ ist mit y: aber nicht mit xo; korreliert.
5[11] ist die autonome Variation der Variable x¢.

5[11] ist in Abbildung 9.2 durch die Flachen B und E
reprdsentiert.

Folglich stellt sich die Einfachregression (9.47) grafisch
wie in Abbildung 9.3 dar.
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Abbildung 9.3: Das zur Einfachregression (9.47) korrespondierende
Venn-Diagramm.
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@ Um die zweite Stufe des zweistufigen Prozesses
abzuschlieBen, wird folgende Regression durchgefiihrt:

Yr = IX/2 + ‘3/2),\([2115 + Wt . (949)

e Frage: Wie miisste Abbildung 9.2 verdndert werden, um
die Regression (9.49) darzustellen?
Antwort:
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Numerische lllustration 9.6

Wir wissen, dass Sj31) = 0,22368 und Sy = 3,67906. Aus
den Werten der Variablen X;j; und y; ergibt sich eine
Kovariation von 5[1]y = 0,13343. Die Kovariation der
Variablen %X5); und y; betrdgt Sp5), = 0,96595. Die
KQ-Schitzungen der 6konometrischen Modelle (9.47) und
(9.49) liefert deshalb

A, Sy 0,13343
= = — = 0,59652 9.50
h1 Suip 0,22368 (9.50)
- 5 0,96595
' 2y —0,26255.  (9.51)
[

Po = S2)  3.67906
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o Die Schitzwerte B, und B, stimmen genau mit den

Schatzwerten Bl und Bz iiberein, die wir in unserer
KQ-Schatzung des 6konometrischen Modells

Y=o+ ,lelt + ,32X2t =+ ug (92)
ermittelt hatten:
~/ ~ ~/ ~
B = B und By =B, - (9.52)

@ Dies ist ein Teilergebnis des
Frisch-Waugh-Lovell- Theorems.
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e Frage: Welche intuitive Begriindung kann fiir dieses
Teilergebnis angefiihrt werden?
Antwort:
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o Der Schitzwert B wird aus der KQ-Schitzung des
Modells (9.47) gewonnen.

@ Diese KQ-Schitzung war in Abbildung 9.3 dargestellt.

@ Der Schatzwert B’l wird demnach allein auf Basis der
Informationen in Fliche B ermittelt.

o Da B, = By, basiert auch die Berechnung von B, in der
Abbildung 9.2 (siehe nachste Folie) allein auf den
Informationen in Fliche B.

@ Genau die gleiche Argumentationslinie gilt fiir E'Z und 32.
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511 E S22

Abbildung 9.2: Grafische Veranschaulichung des
Bestimmtheitsmales.
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@ Die Informationen in Fliche C sind dennoch nicht nutzlos.

@ Gegeben die FlachengréoBen B und D der Abbildung 9.2,
fiihrt eine VergroBerung der Flache C auf Kosten der
Flache A zu einem erhthten BestimmtheitsmaB.

e Frage: Warum erhoht dies auch die Genauigkeit von
Prognosen?
Antwort:
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9.4.5 Partielles Bestimmtheitsmal

@ Wenn man y; allein auf xp; regressiert, erhdlt man als
Residuen die um die xp;-Komponente bereinigten
yi-Werte.

@ Diese Residuen seien durch jj;); bezeichnet.
@ Man koénnte die folgende Einfachregression durchfiihren:

Yaje = &1 + By R + wae - (9.53)
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e Frage: Wie wiirde das entsprechende Venn-Diagramm
aussehen?
Antwort:
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o Folglich wiirde auch B}, der KQ-Schitzer der
Einfachregression (9.53), allein aus den Informationen in
Fliche B ermittelt werden und es wiirde wieder zum
gleichen Schatzresultat kommen wie bei 5, dem
KQ-Schitzer der Zweifachregression (9.2).

@ Analoges gilt fiir die Schatzung von B,.

Es gilt: R R R
Bx =Pk =B« -
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@ Zur KQ-Schitzung des Modells (9.53) lasst sich auch das
BestimmtheitsmaB berechnen.

@ Man konnte sagen, es misst im 6konometrischen Modell
(9.2) die partielle Erklarungskraft der Variable x;+ in
Bezug auf die Variable y;.

@ Deshalb bezeichnet man es als das partielle
Bestimmtheitsmal der Variable x;.
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e Frage: Wie kénnte man in Abbildung 9.2 das partielle
BestimmtheitsmaB der Variable xj; grafisch beschreiben?
Wie kénnte dasjenige von xo; beschrieben werden?
Antwort:

@ Die Summe der partiellen BestimmtheitsmaBe addieren
sich nicht zum BestimmtheitsmaB R?.
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9.5 Unverzerrtheit und Effizienz der KQ-Methode
9.5.1 Erwartungswert und Varianz der KQ-Schitzer @ und Bk

@ In der Zweifachregression ergeben sich fiir die
KQ-Schitzer die Erwartungswerte

E(Bl) = ,31 (9-54)

E(BQ) = .32 (9.55)
E@®R) = «. (9.56)
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-~

var(pB;)
var(B2)

var (®)

cov(By.B,)

wobei

o2 o2

=] 9.57

S (1—R2,) (1] (9:57)
2 2

7 — U (9.58)

S2 (1-R7,) Sy

02/ T +X3var(B,) +X3var(B,) (9.59)

—|—27172COV(/‘[§1,BZ)
_‘72R122

_—e 9.60

52 (1-R2,) (560

52
2. — P2
127 6155
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9.5.2 Interpretation der Formeln

@ Aus den Gleichungen (9.54) bis (9.56) folgt unmittelbar:

Bei Giiltigkeit der A-, B-, und C-Annahmen (Annahmen B2 bis
B4 nicht erforderlich) sind die KQ-Schatzer @ und B,
(k =1,...,K) unverzerrt.
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e Frage: Welchen Einfluss hat Rlz,2 auf die Prazision, mit
der wir B; und B, schatzen kénnen?
Antwort:

@ Der Quotient 1/ (1 — R12,2) wird haufig als Variance
Inflation Factor bezeichnet.
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9.5.3 Schitzformeln fiir var (@), var(Bk) und var(Bl,,/B\z)

Wenn Annahmen B1 bis B3 erfiillt sind, dann ist im Rahmen
der Mehrfachregression mit K exogenen Variablen die Formel
S
~2 uu
lia == (9.61)

ein unverzerrter Schitzer der StérgroBenvarianz .
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@ In der Zweifachregression lautet der Schitzer also

32 Sﬁﬁ

=+ (9.62)

@ In der Einfachregression lautet er

Sin
~2 uu
o ——T_z.
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Numerische lllustration 9.7
Aus T = 30 und S;; = 0,11481 erhilt man

0° = S5 /(T —3) = 0,11481/27 = 0,00425 .

Einsetzen in (9.57) bis (9.60) liefert

var(B,) = 0,01901
var(B,) = 0,00116
var() = 0,22037
cov(B,.B,) = 0,00003 .
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9.5.4 BLUE- bzw. BUE-Eigenschaft der KQ-Schéatzer

Gauss-Markov-Theorem
Auch in der Mehrfachregression besitzen die KQ-Schatzer die
BLUE- bzw. BUE-Eigenschaft, sofern die A-, B- und
C-Annahmen erfiillt sind (Annahme B4 ist fiir die
BLUE-Eigenschaft nicht erforderlich).
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9.6 Wahrscheinlichkeitsverteilungen der KQ-Schitzer o

und Bk
9.6.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung der y;

o Esgilt y; = a + Byx1t + Boxot + ur und deshalb:
E(y:) = Ela+ Bixie+ Boxee + uil

E(a) + E(Brxae) + E (Byrer) + E (ut)
= a+ Byx1t + Boxor + 0.
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: :

e Ferner gilt

:[Yt —E (Yt)]z]
:[Yt —a— Byxir — 52X2t]2:|
[uf]

:[ut — E(ut)]z} =02,

var (yt) =

m m m m

@ Man erhilt also
vt ~ UN(a + Bix1t + Byxot 0'2) )

firallet=1,2,...,T.
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9.6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Schitzer @ und Bk

@ Die gewichtete Summe (d.h. eine lineare Funktion)
unabhadngig normalverteilter Zufallsvariablen ist ebenfalls
normalverteilt.

e Die KQ-Schétzer (9.18) bis (9.20) sind gewichtete
Summen der Zufallsvariablen y;.

@ Folglich gilt unter Ausnutzung von (9.54) bis (9.59) auch
in der Zweifachregression das folgende Resultat.
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Die KQ-Schitzer x, Bl und Bz sind normalverteilte
Zufallsvariablen mit

358



Okonometrie
Lo. Schitzung
L9,7. Intervallschitzer

9.7 Intervallschitzer

@ Ausgangspunkt ist wie gewohnt
PriB —k<p <B+kp=1-a.  (968)

@ Auch hier ist 02 unbekannt und damit ist auch

~ = 2
sd(By) = \V var(B;) = \/m

unbekannt.
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Schritt 1: Schétzung von 0 und sd(B;)
@ Ein unverzerrter Schitzer fiir o2

7% =S /(T—-3). (9.62)
o Die geschitzte Standardabweichung der Zufallsvariable Bl

lautet:
~2
sd(By) =/ var(By) = \/ samy O

Numerische lllustration 9.8

Aus var(B,) = 0,01901 ergibt sich unmittelbar:

sd(B,) = \/var(B,) = +/0,01901 = 0,13788 . (9.70)
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Schritt 2: Standardisierung von Bl

@ Die Standardisierung lautet wie in der Einfachregression:

-~

_BCEB) BB o)
sd(By) sd(pB;)
o Dabei folgt t einer t-Verteilung mit (T — 3)
Freiheitsgraden: ¢ ~ t(1_3) .
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Schritt 3: Ermittlung eines t, /,-Wertes

@ Fiir eine t;+_»\-verteilte Zufallsvariable t gilt:
(T-3) g

Pr{—ta/2§ t < ta/g}:].—a (972)

Numerische lllustration 9.9

Signifikanzniveau a = 5%. Anzahl der Freiheitsgrade

30 — 3 = 27. Aus Tabelle T.2: t liegt mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall [—2,0518 : 2,0518],
also t,/o = 2,0518.
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Schritt 4: Formulierung des Intervallschitzers

@ Einsetzen von (9.71) in (9.72) und nach B, auflosen
liefert

Pr{B,—tsy2-sd(By)

AN

:61 < /16\1 + ta/2 ’ -":E/(Bl)} =1—a
(9.73)

o Es ergibt sich folglich der gleiche Intervallschitzer wie in
der Einfachregression:

[Bk —toyo - sd(By) i By + taa- -‘El(/ﬁ\k)] (9.74)
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Numerische lllustration 9.10

Unsere Schatzungen lauteten Bl = 0,59652 und

sd(B,) = 0,13788. Aus Tabelle T.2 hatten wir t,/, = 2,0518
ermittelt. Einsetzen in (9.74) liefert das Intervall

[0,31360 ; 0,87945].

Intervallschitzer fiir a:

@ Dieser lautet wie in der Einfachregression:

[a —tyn sd®) ; R+t s?f(a)] . (9.75)
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10.1 Testen einer Linearkombination von Parametern:

t-Test
10.1.1 Zweiseitiger t-Test

@ In der Einfachregression wurden zweiseitige Hypothesen
der Form

Ho:B=gq und Hi:B#q (10.1)

betrachtet.
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@ Im Rahmen einer Zweifachregression
Vi = &+ Bix1t + Boxor + U, (10.2)

laute die Null- und Alternativhypothese

Ho:np,+nBy=q und Hi:np,+np,#q,
(10.3)
wobei r1, r» und g Konstanten sind, denen ein
numerischer Wert zugeordnet ist.

e Frage: Fiir welche Werte r; und ry vereinfacht sich (10.3)
zu (10.1)?
Antwort:
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Schritt 1: Formulierung von Hy und Hy und Festlegung des
Signifikanzniveaus a

@ Die Null- und Alternativhypothese sind durch (10.3)
gegeben.

Numerische lllustration 10.1
Ein besonders relevanter Test ist:

Ho:B,+B, =1 und Hi:B,+B, #1.

Das Signifikanzniveau sei a = 5%.

Frage: Welche 6konomische Frage wird bei dieser
Nullhypothese getestet?

Antwort:
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Schritt 2: Schétzung von sd(r B, + rp,)

o In diesem Test ist (1B, + rpB,) die relevante

Zufallsvariable und sd(ri; + r2f8,) ihre geschitzte
Standardabweichung.

o Es gilt

Var(rlgl +r2Bz) = rl2var(:/8\1) -|—r22var(32) +2r1r2cov(Bl,Bz) .
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@ Folglich ergibt sich

@(rlﬁl + rZBQ) = \/@(rl.gl + r2,/8\2)

= /2@ (B,) + 37ar(B,) + 2nracov(B,.B,)

32 32
i o T 2
— S11(1-Rf>) 25%2(1_'?1.2) (10.4)
%R :
+2nn 7 Mo

S12(1=Rf )

wobei

0% =S5 /(T-3) . (10.5)
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Numerische lllustration 10.2
Einsetzen der bisherigen Berechnungen in Formel (10.4) ergibt:

sd(1-By+1-B,)

000425 000425

B 0,22369(0,999963 3,67920(0,99996)

= '+ 5—0,00425-'0,00004
—0,00556(0,99996)

— /0,01900 + 0,00116 + 0,00006
0,14220 . (10.6)
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Schritt 3: Ermittlung des t-Wertes aus der Stichprobe

@ Beim Test derAeiniachen Nullhypothese wurde
t=(B—q)/sd(B) berechnet.

o Entsprechend ist nun (r 8, + rf,) die Zufallsvariable,
q(= npy + rnpB,) der Erwartungswert und
sd(nB, + np,) die geschitzte Standardabweichung.

@ Der t-Wert lautet deshalb

(r131 + r232> —q
t=———= — (10.7)
sd(np; + np,)
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Numerische lllustration 10.3
Der beobachtete Wert fiir t betragt
(1-0,59652+1-0,26255) — 1

= ~ — 1. 10.
t 0,14220 0.99 (e

o Wenn die Nullhypothese wahr ist, dann gilt: ¢ ~ t(1_3) .
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Schritt 4: Ermittlung des kritischen Wertes t, /»

e Fiir das vorgegebene Signifikanzniveau a muss jener Wert
t,/o ermittelt werden, fiir den gilt:

Pr{—t,p <t<ty}=1—a.

Numerische lllustration 10.4

Frage: Aus Tabelle T.2 kénnen die Werte —t,,, und ¢,/
ermittelt werden. Wie lauten sie?

Antwort:
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Schritt 5: Vergleich von t,/, und t

Numerische lllustration 10.5

Der berechnete t-Wert von —0,991 wird mit dem Wert ¢, /»
verglichen.

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangen wir?
Antwort:
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10.1.2 Einseitiger t-Test

@ Ein linksseitiger Test hatte folgende allgemeine Form:

Hy : r1,31+r2,32 >q und Hy - r1ﬁ1+r2[32 <q.

(10.9)
@ Aus (10.7) ist ersichtlich, dass nur sehr negative t-Werte
zu einer Ablehnung fiihren.

Numerische lllustration 10.6
Die Hypothese laute

H02‘31+,5221 und H1:‘31+,32<1.

Frage: Was sagt diese Nullhypothese 6konomisch aus?
Antwort:
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(Forts.)

Frage: Welcher t-Wert ergibt sich?
Antwort:

Frage: Welcher kritische Wert —t, ergibt sich?
Antwort:

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangen wir?
Antwort:
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10.2 Simultaner Test mehrerer Linearkombinationen von
Parametern: F-Test

e Fiir den Fall der Zweifachregression,
Yt = &+ Byxae + Boxor + e,
sind
Ho:B;=0und Hy: B, #0
beziehungsweise

Ho:By,=0und Hy: B, #0

die einfachsten Null- und Alternativhypothesen.
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@ Entsprechend stellt der simultane Test der Nullhypothese
Ho : By = 0 und gleichzeitig B, = 0 (10.10)
gegen die Alternativhypothese
Hy : By # 0 und/oder B, # 0 (10.11)

den wichtigsten und einfachsten Fall simultan zu
testender “Linearkombinationen” dar.

e Frage: Warum wurde in der Alternativhypothese
»und/oder" benutzt?
Antwort:
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10.2.1 Eine wichtige Nullhypothese

Schritt 1: Formulierung von Hy und Hy und Festlegung des
Signifikanzniveaus a

Numerische lllustration 10.7
Im Rahmen des Diinger-Beispiels soll die Nullhypothese

Ho: B, =pB,=0 (10.12)

gegen die Alternativhypothese

Hi : By # 0 und/oder B, # 0

auf einem Signifikanzniveau von a = 5% getestet werden.
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Schritt 2: Berechnung der Summe der Residuenquadrate fiir
das 6konometrische Modell (Sz;) und das
Nullhypothesenmodell (S2.)

@ Das Modell der Zweifachregression lautet

Yt = & + Byx1t + Poxor + ur und seine Summe der
Residuenquadrate betragt S;;.

@ Das Nullhypothesenmodell lautet somit:
yt:tx+0~x1t+0-x2t+u?:tx+u?. (10.13)

@ Das entsprechende geschatzte Nullhypothesemodell lautet

@ Umstellen liefert
W=y Q. (10.14)
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@ Eine KQ-Schitzung ist hier also eine Minimierung von
0 _ ~\2
Sii = Y(r—@d)

2, =2 ~

Y (Vi + & —2yd)
2 ~2 ~

= Zyt + Ta —2(nyt .

@ Ableiten dieses Ausdrucks nach @ und Nullsetzen ergibt
95%,/98 =2Ta —2Y y, = 0.
@ Folglich ergibt sich

Ta = ny und damit n=y.
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o Einsetzen in (10.14) liefert

W=y-y

und damit )
Y (3?) =) (e — y)?

beziehungsweise

Numerische lllustration 10.8

Es war S;; = 0,11481. Das Nullhypothesenmodell (10.13)
liefert SO (=S, ) = 0,44629.
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Schritt 3: Berechnung des F-Wertes

@ Es wird die folgende Zufallsvariable berechnet:

(% Sw)/ L
C Sw/(T—-K-1)"

(10.15)

wobei L die Anzahl der in der Nullhypothese formulierten
Linearkombinationen ist und T — K — 1 die Anzahl der
Freiheitsgrade.

e Frage: Wie viel zusitzliche Freiheitsgrade besitzt das

Nullhypothesenmodell gegeniiber dem unrestringierten
Modell?

Antwort:
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e Frage: Wie ist folglich der Zihler der Formel (10.15) zu
interpretieren?
Antwort:

e Frage: Wie ist der Nenner zu interpretieren?
Antwort:

@ Besteht zwischen der Realitdt und der Nullhypothese ein
deutlicher Widerspruch, dann sollte der Zihler in Formel
(10.15) deutlich groBer als der Nenner ausfallen.
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o Im Beispiel gilt K =2 und L = 2 und damit:
(Sgs — Sim) / 2

=5/ (T-3)

(10.16)

Numerische lllustration 10.9

Es liegen T = 30 Beobachtungen vor. Einsetzen der
Ergebnisse aus Schritt 2 liefert den F-Wert:

(0,44629 — 0,11481) / 2
F— ~ 38,98 .
0,11481/ (30 — 3)

e Wenn die Nullhypothese wahr ist, dann folgt F einer
F( )—Verteilung, wobeivi =Lundww =T —K—1:

V1, V2

F~For-k-1)-
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Schritt 4: Ermittlung eines kritischen Wertes F,

Numerische lllustration 10.10

Tabelle T.3 hat auf der Horizontalen die Freiheitsgrade L
abgetragen (vi) und auf der Vertikalen die Freiheitsgrade

T — K —1 (w). Die tabellierten Fy g5-Werte besagen, dass fiir
eine F(,, ,,)-verteilte Zufallsvariable 5% der
Wahrscheinlichkeitsmasse rechts des jeweiligen Fg g5-Wertes
liegen.

Frage: Welcher Fg g5-Wert ergibt sich in unserem Test?
Antwort:
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Schritt 5: Vergleich von F, und F
@ Wenn F > F,, wird die Nullhypothese abgelehnt.

Numerische lllustration 10.11

Fo,05, der kritische Wert fiir den Hypothesentest, wird mit dem
berechneten F-Wert von 38,98 verglichen.

Frage: Welche Testentscheidung ergibt sich?

Antwort:
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10.2.2 Test einer allgemeinen Nullhypothese

@ Das Modell der Zweifachregression lautet:

Ve = &+ Bix1e + Boxor + U

@ Der Test einer allgemeineren Nullhypothese wird anhand
der konkreten Nullhypothese:

Ho: By + B, =1 und gleichzeitig « =1 (10.17)

erliutert.
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@ Die zur Nullhypothese (10.17) komplementére
Alternativhypothese lautet:

Hi:B,+B,#1 und/oder a #1. (10.18)

@ Als Nullhypothesen-Modell ergibt sich:

o= 1+,B1X1t+(1_.31)x2t+u?
= 14y (xar — )+ +uf . (10.19)
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Numerische lllustration 10.12

Schritt 1: Es wird die Nullhypothese (10.17) auf einem
Signifikanzniveau von a = 5% getestet.

Schritt 2: Wir wissen, dass S;; = 0,11481. Fiir das
Nullhypothesenmodell |dsst sich mittels konometrischer
Standard-Software die Summe der Residuenquadrate 5&
berechnen: S%. = 0,87854.

Schritt 3: Die Anzahl der Linearkombinationen L betrdgt 2 und
T — K — 1 ist wieder 27. Es ergibt sich somit

(0,87854 — 0,11481) /2
0,11481/27

F = ~ 89,80 .
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(Forts.)
Wenn die Nullhypothese wahr ist, dann folgt die
Zufallsvariable F einer F(; 57)-Verteilung.

Schritt 4: Aus Tabelle T.3 ist bereits bekannt, dass
Fo.05 = 3,35.

Schritt 5: Da F > Fp 05, muss die Nullhypothese verworfen
werden.
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@ Zusammengefasst lautet das Vorgehen des F-Tests:

F-Test

Um eine aus L Linearkombinationen bestehende Nullhypothese
(z.B. Ho : B; = q1 und B, = q1) auf einem Signifikanzniveau
von a zu testen, wird der F-Wert

F_ (S —Sw)/L
S/ (T—K-1)

berechnet, wobei Sga die Summe der Residuenquadrate des
Nullhypothesenmodells, S;; die Summe der Residuenquadrate
des unrestringierten Modells und T — K — 1 seine Anzahl der
Freiheitsgrade darstellt. Wenn F > F,, wird Hy verworfen.
Dabei wird F, aus der F-Verteilung mit v; = L und

vo = T — K — 1 Freiheitsgraden ermittelt.
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10.3.1 Zweiseitiger F-Test einer einzelnen Linearkombination

Numerische lllustration 10.13
Schritt 1: Signifikanzniveau a = 5%. Die Hypothese laute:

Ho:B,+pB,=1 und Hio:B,+B,#1.
Schritt 2: Als Nullhypothesenmodell ergibt sich dann
ye = a+ By (x1e — xoe) + xor + 1 (10.20)

Okonometrische Standard-Software errechnet fiir dieses Modell
einen Sga—Wert von 0,11899. Fiir das 6konometrische Modell
hatten wir S;; = 0,11481.
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(Forts.)

Schritt 3: Es gelten L =1 und T — K —1 = 27. Es ergibt sich

somit
(0,11899 — 0,11481) /1

0,11481/27

Wenn die Nullhypothese wahr ist, dann folgt die
Zufallsvariable F einer F(; 57)-Verteilung.

Schritt 4: Aus Tabelle T.3 kann der kritische Wert Fg o5
abgelesen werden.

Frage: Welcher Fg g5-Wert ergibt sich?

Antwort:

E =

~ 0,982 .
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(Forts.)

Schritt 5: F und Fg 05 werden miteinander verglichen.
Frage: Zu welcher Entscheidung gelangt man?
Antwort:

Beim t-Test kam man zu einem t-Wert von —0,991 und das
Konfidenzintervall betrug [—2,0518 ; 2,0518].

Frage: Wie verhilt sich das Testergebnis zu demjenigen des
F-Tests?

Antwort:
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10.3.2 Probleme des F-Tests bei einseitigen Hypothesen

@ Einseitiger Test der Null- und Alternativhypothese:
Ho:B,+B,>1 und Hy: B, +B, <1

o Einsetzen dieser Hypothese (genauer: B; + B, = 1) in
das Modell der Zweifachregression,

Ye=oa+ 51X1t + ,32X2t + ug
liefert das Nullhypothesenmodell

v =&+ B (Xlt_X2t)+X2t+U?-
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e Man erhilt Sﬁoﬁ und S;; und damit einen F-Wert.

e Frage: Warum stellt ein groBer F-Wert nicht
notwendigerweise einen Widerspruch zur Nullhypothese
dar?

Antwort:

@ Bei Signifikanzniveau a muss deshalb der F,,-Wert als
kritischer Wert benutzt werden.
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10.4 Zusammenhang zwischen t-Test und F-Test bei L=2
@ Der Test der Nullhypothese

Ho: B, =B, =033 (10.21)
gegen die Alternativhypothese
Hiy : By # 0,33 und/oder B, # 0,33

wurde als simultaner Parametertest bezeichnet.

o Fiir diesen Zweck wird ein F-Test eingesetzt.
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e Bei individuellen Tests iiberpriift man die Null- und
Alternativhypothese

Ho: B, =033 wund H; : B; # 0,33 (10.22)
separat von der Null- und Alternativhypothese
Ho:B, =033 und H>: B, #0,33. (10.23)

o Fiir diesen Zweck werden t-Tests eingesetzt.
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10.4.1 Numerisches Beispiel

Numerische lllustration 10.14
Individuelle t-Tests fiir Hy : B; = 0,33 und Hy : B, = 0,33

Es ist bereits bekannt, dass Bl = 0,59652, Ez = 0,26255,
sd(B,) = 0,13788 und sd(B,) = 0,03400. Das
Signifikanzniveau betrage a = 5%. Es ergibt sich bei
Nullhypothese Hp : f; = 0,33

0,59652 — 0,33
= — =1,933
0,13788
und bei Nullhypothese Hp : B, = 0,33
_ 0,26255 — 0,33 — 19084

0,03400
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(Forts.)

Aus Tabelle T.2 kann man bei a = 5% und 27 Freiheitsgraden
den kritischen Wert t,/, ablesen.

Frage: Welcher t,/,-Wert ergibt sich und wie liegen die
berechneten t-Werte relativ zum Intervall [—t,/5 ; t,/2]?
Antwort:
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(Forts.)
F-Test fiir Hy : B; = B, = 0,33
Bereits bekannt ist, dass S;; = 0,11481. Okonometrische

Software liefert Sgﬁ = 0,14764. Der F-Wert errechnet sich
dann gemaB:
(0,14764 — 0,11481) /2

F = — 3,860 .
0,11481/ (30 — 3)
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(Forts.)
Frage: Zu welchem Fj g5-Wert und zu welchem Testergebnis

gelangt man?
Antwort:
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10.4.2 Unterschied zwischen individuellen und simultanen
Parametertests
° PAunlit A hat die Koordinaten
([31,,32) = (0,59652 , 0,26255).

@ Ein t-Test vergleicht das Akzeptanzintervall
[q—tayn-5d(B,): g+ ty/2-sd(B,)] mit B,.

e Fiir Hp : B; = 0,33 lautet dieses Intervall [0,05 ; 0,61].

e Fiir Hp : B, = 0,33 lautet es [0,26 ; 0,40].

e Frage: Welche Testentscheidungen ergeben sich bei
diesen beiden t-Tests?
Antwort:
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0,401
033
0.26
0,05 033 061 Fi

Abbildung 10.1: Der Vergleich der Toleranzintervalle zweier t-Tests

mit der Toleranzregion eines F-Tests.
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o Im F-Test wird dem beobachteten Wertepaar (B;.B,)
eine Akeptanzregion gegeniibergestellt.

@ Sie ist um den Punkt (0,33, 0,33) zentriert und muss
95% Wahrscheinlichkeitsmasse abdecken.

e Frage: Deckt das Rechteck BCDE 95% Masse ab?
Antwort:

@ Der F-Test arbeitet mit der (flichenm&Big) minimalen
Akzeptanzregion. Dies ist die eingezeichnete Ellipse.
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o Wenn cov(B,,B,) > 0, besitzt die Ellipse eine ansteigende
Schieflage, bei cov(Bl,B2) < 0 eine abfallende.

e Frage: Kann auch der Fall eintreten, dass die zwei
individuellen t-Tests abgelehnt werden, der gemeinsame
F-Test aber nicht?

Antwort:
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11.1 Punktprognose

11.1.1 Prognosewert und Prognosefehler

@ Das geschatzte Modell der Zweifachregression lautet
yt = I/X\—|—B]_X]_t+B2X2t . (111)

@ Die Punktprognose der endogenen Variable yy = IFgTo
ergibt sich aus

Yo = o+ lelo + BQXQO . (11.2)
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Numerische lllustration 11.1
Das geschatzte Diinger-Modell lautet

y: = 0,95432 + 0,59652 - x1+ + 0,26255 - xo; .

Fiir eine Parzelle mit 29 kg/ha Phosphat

(x10 = In29 = 3,36730) und 120 kg/ha Stickstoff

(x20 = In120 = 4,78749) ergibt sich aus dem geschitzten
Modell ein prognostizierter Wert von

Yo = Ingo = 4,21994 .
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e Wiirden @0 = Ingy und damit yp = Ingyp gelten, dann
kénnten wir, wegen gy = €&, einfach die folgende
Umrechnung vornehmen:

B =e". (11.3)

@ Wegen Jensens Ungleichung wiirde dieses Vorgehen
jedoch zu einer systematischen Unterschdtzung des
Prognosewertes gy fiihren.

e Um die Verzerrung in gp zu vermeiden, muss man den

~2
Korrekturfaktor €7 /2 aufnehmen:

g = /260 . (11.4)
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o Frage: Wiirde Formel (11.3) den Prognosewert iiber-
oder unterschatzen?
Antwort:

Numerische lllustration 11.2

Im Diinger-Beispiel ist der Korrekturfaktor vernachlassigbar,
denn &> = 0,00425. Der Wert des Korrekturfaktors weicht
folglich nur minimal von 1 ab: g0.00425/2 1,0021. Mit Formel

(11.4) erhalten wir
8o = 1,0021 - e*?19 = 68,17 .

Der prognostizierte Output betrdgt demnach 68,17 dt/ha.
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11.1.2 Verlasslichkeit der Punktprognose

@ Die Punktprognose
Yo = &+ Byxi0 + Byxo (11.5)
kann vom tatsachlich eintretenden Wert
Yo = &+ Byx10 + Byxo0 + Uo

abweichen.

@ Der Prognosefehler betragt somit

Yo— Yo =0 —a+ Byxio — Byxio + Box0 — Boxao — Up -
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@ Der Erwartungswert ergibt sich aus

E(o—w) = E <a — &+ Byx10 — Byxio + Byxao — Byxao — UO)

= E(@—a) + E(Bl_51)X10 + E(Bz‘ﬁz)XZO — E(w)
—0+040-0=0. (11.6)

@ Die Varianz lautet
var (Jo —yo) = 02 (1+1/T)+ (xi0 —X1)° var(ﬁl)
+ (x20 — 72)2 var <B2>
+2 (x10—X1) (x20—X2) cov <Bl,732)11.7)
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:

Numerische lllustration 11.3
Wir wissen, dass

E(Yo—y) =0
und dass
7% = 0,00425
var(B,) = 0,01900
var(B,) = 0,00116
cov(B,.B,) = 0,00003 .
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(Forts.)
Formel (11.7) liefert folglich

var (Yo — yo)
— 0,00425 (1+1/30)

+ (3,36730 — 3,22577)2 0,01900

+ (4,78749 — 4,32415)2 0,00116

+2(3,36730 — 3,22577) (4,78749 — 4,32415) 0,00003
— 0,00502 .
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11.2 Prognoseintervall

e Die Standardisierung des Prognosefehlers ergibt

_Y—w—EG—y) _ Y—x
sd (Yo — o) sd(Yo — yo0)

sd(Yo — y0) = \/var (%o — yo) -

t

wobei
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g

o Esgilt

@ Der t-Wert der Stichprobe fallt mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 — a in das Konfidenzintervall

[_ta/2 b ta/2]:

Pr —a/QSAy(i\;yOSta/z =1—3a.
sd (Yo — yo)
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o Auflésen nach y liefert:
Pr{?o — tay2-sd(Fo—y0) < yo < Jo + ta/z'SAd(?o—}/o)} =1-a.

@ Das gesuchte Prognoseintervall lautet folglich:

[? —t,0-5d(Jo — ¥0) ; Yo+ ta/o - sd(Fo _YO)] (11.8)
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Numerische lllustration 11.4
Aus var(yp — yo) = 0,00502 folgt

sd (o — yo) = 1/0,00502 ~ 0,07088 .

Bei einem Signifikanzniveau von a = 5% und 27
Freiheitsgraden ergibt sich aus Tabelle T.2 ein kritischer Wert
von

t,/o = 2,0518 .

Unsere Punktprognose lautete

Yo = 4,21994 .
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(Forts.)
Einsetzen dieser Werte in (11.8) ergibt ein Prognoseintervall
von
[4,07452 ; 4,365306] .
Da

In58,8 ~ 4,07452 und In78,7 ~ 4,36536 ,

entspricht dies einem Gersten-Output, der zwischen 58,8 dt/ha
und 78,7 dt/ha liegt.
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121 Computergestiitzte skonometrische Analyse

12.1 Computergestiitzte konometrische Analyse
12.1.1 Okonometrische Software

Tabelle 12.1: Eine Auswahl 6konometrischer Sofwarepakete.

EViews

GAUSS
LIMDEP+NLOGIT
MICROFIT

PcGive

R

www.eviews.com
www.aptech.com
www.limdep.com
www.econ.cam.ac.uk/microfit
www.pcgive.com
www.r-project.org/
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- 12.1. Computergestiitzte skonometrische Analyse

Tabelle 12.1 (Forts.): Eine Auswahl 6konometrischer

RATS
SAS/ETS
SHAZAM
STATA
STATISTICA
TSP

Sofwarepakete.

www.estima.com
WWW.Sas.com
http://econometrics.com/
www.stata.com
www.statsoft.com
www.tspintl.com
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- 12.1. Computergestiitzte skonometrische Analyse

12.1.2 Interpretation des Computeroutputs

Numerische lllustration 12.1

Tabelle 12.2: Typischer Computeroutput

Zahl der Beobachtungen 30

Freiheitsgrade 27
BestimmtheitsmaB R? 0,743
StsrgroBenvarianz 02 0,00425
F-Test: F-Wert 38,98
p-Wert 0,00000001

Variable  Koeff.  sd() t-Wert  p-Wert

Konstante 0,95432 0,46943 2,0329 0,052
Phosphat  0,59652 0,13788 4,3265 <0,001
Stickstoff  0,26255 0,03400 7,7228 <0,001
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L 12.2. Préasentation von Schitzergebnissen

12.2 Prasentation von Schitzergebnissen

Numerische lllustration 12.2

Die KQ-Schétzergebnisse des Diinger-Beispiels wiirde man in
der folgenden Weise prasentieren:

Ve = 0,95432 4 0,59652 x; + 0,26255 X, .
(0,46943) (0,13788)  (0,0340) sd(7)-Werte
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(Forts.)

Oftmals wird auch statt der Standardabweichung sd(*) der
jeweilige t-Wert angegeben.

Frage: Warum enthalten beide Darstellungsformen die
gleichen Informationen?
Antwort:

@ Regressionsergebnisse mit sehr vielen exogenen Variablen

werden haufig in einer einfachen Tabellenform prasentiert.
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- 12.2. Prasentation von Schatzergebnissen

Numerische lllustration 12.3

Fiir das Diinger-Beispiel wiirde sich die folgende tabellarische
Prédsentationsform anbieten.

Tabelle 12.1: KQ-Schitzergebnisse des Diinger-Beispiels in
Tabellenform.

Variable Koeffizient
Konstante 0,95432*
Phosphat 0,59652***
Stickstoff 0,26255***
xp < 10%, *xp < 5%, *xxp < 1%
F-Wert 38,98

Beobachtungen 30

429



L 13. Annahme Al: Variablenauswa hi

Kapitel 13
Annahme Al: Variablenauswahl

430



Okonometrie
L 13. Annahme Al: Variablenauswahl

@ Das 6konometrische Modell einer Mehrfachregression
lautet:

Vi = &+ Byxie + Boxor + .o+ Buxke +ur . (13.1)

In Gleichung (13.1) fehlen keine relevanten exogenen Variablen
und die in Gleichung (13.1) benutzten exogenen Variablen sind
nicht irrelevant.

@ Eine Variablenauswahl ist gelungen, wenn das

okonometrische Modell

@ keine relevanten exogenen Variablen ausladsst und
@ keine irrelevanten exogenen Variablen enthilt.
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

13.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

Beispiel zu Kapitel 13

Es soll ermittelt werden, welche Faktoren in welchem Ausmal3
fiir die Hohe des Lohnes y; in einem Betrieb verantwortlich
sind. Die Ausbildung xj¢, das Alter xp; und die Dauer der
Firmenzugehorigkeit x3; werden als mogliche exogene
Variablen erachtet.
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[ 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Tabelle 13.1: Lohnh&he y;, Ausbildungszeit xi¢, Alter x>+ und
Dauer der Firmenzugehdrigkeit x3; der 20 Mitarbeiter eines

Betriebes.
t Y+ Xt Xor X3t t Y+ X1t Xor X3t
1 1250 1 28 12 11 1350 1 30 13

2 1950 9 34 8 12 1600 2 43 21

10 2000 4 58 30 20 1550 2 41 6
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Drei konkurrierende Modelle:

Yo = a+Byxa+u (13.2)
Yyt = a+ Byxie + Boxor + ur (korrektes Modell)(13.3)
yi = a+ Bixie + Byxor + Pyxar + uy (13.4)

wobei y; die Hohe des Lohnes, x1; die Ausbildungszeit,
xo¢ das Alter und x3; die Firmenzugehdrigkeit darstellen.

Numerische lllustration 13.1

Es werden fiir die drei konkurrierenden Modelle (13.2), (13.3)
und (13.4) KQ-Schiatzungen durchgefiihrt. Die Ergebnisse
finden sich in Tabelle 13.2.
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(Forts.)

Tabelle 13.2: Ubersicht der Schitzergebnisse.
Modell Variable Koeff. sd(.) t-Wert p-Wert
(13.2) Konstante 1354,7 94,2 14,377 < 0,001

Ausbildung 89,3 19,8 4505 < 0,001
(13.3) Konstante 1027,8 1645 6,249 < 0,001
Ausbildung 62,6 21,2 20953 0,009
Alter 10,6 46 2317 0,033
(13.4) Konstante 1000,5 2257 4,432 < 0,001
Ausbildung 62,4 21,8 2,859 0,011
Alter 124 10,7 1,159 0,263
Firmenzug. -2,6 14,3 -0,183 0,857
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L 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

13.1.1 Auslassen relevanter Variablen

Si1 E S0 Si1

(a) (b)

Abbildung 13.1: Der Wirkungszusammenhang des (a) korrekten
und (b) unvollstindigen Modells.
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Auswirkungen auf den Erwartungswert der StérgréBen

o Fiir die StorgroBe des fehlspezifizierten Modells v} gilt
Uy = Byxor + ur .
@ Damit ergibt sich eine Verletzung der Annahme B1:

E(u) = E(Byxor+ ur)
= Byxoe + E(ur)
— ,82X2t +0 75 0. (13.5)
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir den Punktschatzer

o Fiir die KQ-Schitzung der Modelle (13.2) und (13.3)
ergibt sich die Beziehung

B, =B, +52§12 . (13.6)
e Folglich erhdlt man
EG) — E(Bi+B.2)
— E(B)+ E(@ﬁ”)
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Numerische lllustration 13.2
Im Lohn-Beispiel ergibt sich

S 4489

— = ——=252.
S11 178,2

Aus Tabelle 13.2 ist bekannt, dass im korrekten Modell (13.3)
B, = 62,6 und B, = 10,6. Folglich erhilt man — wie in (13.6)
behauptet —

SURFON
/3'1 =B+ ﬁzs—lz =62,6+10,6-2,52 = 89,3 .
11
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L 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

o Fiir den KQ-Schitzer des Niveauparameters « erhilt man:

~ S
E(Dé/) =a+ ,32 (72 — 5_in)
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Konsequenzen fiir Intervallschatzer
@ Der Intervallschitzer lautet

~/ ~ o~ ~/ ~ )
By —taa-sd(By); B+ tayo- Sd(ﬁl)]

e Frage: Warum ist dieser Schatzer verzerrt?
Antwort:

~/
@ Es muss var(B;) unverzerrt geschitzt werden, denn

sd(By) = var(By).
@ Da
ar (f) =& (138

benstigt man eine unverzerrte Schitzung von o2.
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Die auf Basis des unvollstandigen Modells (13.2)
geschatzte StorgroBenvarianz lautet
5 Sy
c° = :
T-2

(13.9)

e Frage: Warum liefert die Formel verzerrte Schatzungen?
Antwort:

A . . . - —~ -~/
o Da 7 verzerrt ist, gilt dies auch fiir var(B,).
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Numerische lllustration 13.3

Okonometrische Software liefert fiir Modell (13.3):
Sy = 957.698 und 7° = S5/ (T — 3) = 56.335.
Fiir das unvollstindige Modell (13.2) erhilt man
Sy = 1.260.028 und damit aus (13.9) 6% = 70.002.

Da man anstelle von 0> = 56.335 den vAelrzerrten Wert
% = 70.002 in (13.8) einsetzt, ist var(B,) verzerrt.

Folglich ist auch der in Tabelle 13.2 angegebene Wert von
~ A~/
sd(B;) unbrauchbar.
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir Hypothesentests

@ Im t-Test wird der folgende t-Wert berechnet:
-~/
_ Bi—

AA/

Sd(ﬁl)

@ Dabei ist Bll der Indikator fiir die Realitst, also fiir das
wahre B.

L . )
e Wird B, aber verzerrt geschatzt, verliert er seine
Indikatoreigenschaft.

@ Dann sind t-Tests wertlos.
@ Analoges gilt fiir F-Tests.
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[ 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Das Auslassen relevanter Variablen hat folgende
Konsequenzen:

@ verzerrte Punktschitzer,
@ verzerrte Intervallschitzer und
© wertlose Hypothesentests.
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

13.1.2 Verwendung irrelevanter Variablen

Auswirkungen auf den Erwartungswert der StérgréBe

@ Der Vergleich der Modelle (13.3) und (13.4) zeigt, dass
ug = U;l —|— 53X3t .

o Fiir die StérgroBe vy des fehlspezifizierten Modells gilt

folglich
ul = up — Bsx3t -

e Frage: Fiihrt die irrelevante exogene Variable zu einer
Verletzung der Annahme B17?
Anwort: Aufgrund von B, = 0 erhilt man v} = u; und
damit E(u}') = E(ut) = 0. Die Annahme bleibt
unverletzt.
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L 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir Punktschatzer

e Folglich bleiben die Punktschitzer trotz irrelevanter
exogener Variable unverzerrt:

m

~ ~
\H\

m
— N N

R

m

= /32,
= p3=0.

IN

n.l

™) ™) ™) R)

w
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@ Im korrekten Modell (13.3) betragt die Varianz des
KQ-Schatzers By:

2

~ o

var =——-—.
(;Bl) 511 (1 . R12.2>

@ Im fehlspezifizierten Modell (13.4) betrigt die Varianz des
KQ-Schitzers B/II:

(13.10)

ey o2

P = SR,

e Frage: Warum haben irrelevante exogene Variablen also
dennoch unerwiinschte Nebenwirkungen?
Antwort:

(13.11)
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- 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir Intervallschitzer und Hypothesentest
@ Der Intervallschatzer lautet

~11 ~ A ~I! ~ I
B~ tayasd(BY) s By + tao - sd(BY)]
° Blll wird unverzerrt geschatzt.

e Es miissen auch var(Blll) und damit o2 unverzerrt
geschatzt werden.

e Fiir den Fall der Dreifachregression — wie Modell (13.4) —
ist der Schatzer

0% = S /(T —4) . (13.12)
unverzerrt.
@ Einsetzen in (13.11) liefert einen unverzerrten Wert
A
var(B;).

@ Der Intervallschitzer ist folglich unverzerrt. ,
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L 13.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Der Intervallschatzer ist allerdings nicht effizient, denn

~I ~
var(By) > var(p,).

@ Auch Hypothesentests sind zuldssig, aber die Testscharfe
ist unnotig gering.

Die Aufnahme irrelevanter Variablen hat folgende
Konsequenzen:

@ unverzerrte, aber ineffiziente Punktschitzer,
@ unverzerrte, aber ineffiziente Intervallschitzer und

© verwendbare, aber unnétig unscharfe Hypothesentests.
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13.2 Diagnose und Neu-Spezifikation

@ Jede zusitzliche Variable

o verringert das Verzerrungsrisiko und
o erhoht die Schatzvarianz.

@ Die nachfolgenden Kriterien der Variablenauswahl wigen
diese beiden Effekte in unterschiedlicher Weise
gegeneinander ab.
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- 13.2. Diagnose und Neu-Spezifikation
. ) ) —2
13.2.1 Korrigiertes Bestimmtheitsmal3 R
@ Das Bestimmtheitsmal3
> Sy =S . Sus
R = =1-
Syy

Syy
ist nur dann ein sinnvolles Kriterium, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

@ die endogene Variable der Modelle ist identisch, das
heiBt ihre numerischen Werte stimmen iiberein,
@ die Anzahl der exogenen Variablen ist in den

Modellen identisch,

erfullt?

© die Modelle besitzen einen Niveauparameter «.
e Frage: Sind diese drei Bedingungen im Lohn-Beispiel

Antwort:
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Numerische lllustration 13.4

Okonometrische Software liefert fiir die drei Lohn-Modelle
folgende BestimmtheitsmaBe und Schatzvarianzen fiir « und

Bi:

Tabelle 13.3: BestimmtheitsmaBe und Schitzvarianzen der drei zu
vergleichenden Modelle.

Modell R?in % var(a) var(B,)
(13.2) 52,99 8.877 392,824
(13.3) 64,27 27.052 449,043
(13.4) 64,34 50.953 477,745
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e Frage: Warum ist der Anstieg des BestimmtheitsmaBes
bei zusatzlichen exogenen Variablen kein Zufall?
Antwort:

@ Das BestimmtheitsmaB ist folglich ungeeignet fiir den
Vergleich von Modellen mit unterschiedlich vielen
Variablen.
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L 13.2. Diagnose und Neu-Spezifikation
: :

@ Deshalb wurde ein modifiziertes Bestimmtheitsmal3

entwickelt.
_ T-K-1
R o— g dmll ) (13.14)
SYY/(T_]‘)
- Sy (T—K-1)
- (1-py_T—1
= 1-(1-R) =—— (13.15)
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:

e Frage: Wo zeigt sich beim korrigierten
Bestimmtheitsmall das Abwagen zwischen
Verzerrungsrisiko und Schitzvarianz?
Antwort:
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Numerische lllustration 13.5
Vergleich der drei Lohn-Modelle:

_ 20— 1

Modell (13.2) : R =1—(1—0,5299) = S0 — = 05038
_ 20 — 1

Modell (13.3) : R =1— (1 —0,6427) 28 3 = 0,6007
_ 20 — 1

Modell (13.4) : R° =1— (1 — 0,6434) 28 , = 05766

Das korrigierte BestimmtheitsmaB spricht folglich fiir Modell
(13.3).
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L 13.2. Diagnose und Neu-Spezifikation
:

13.2.2 Weitere Kennzahlen: AIC, SC und PC

Fiir die Variablenauswahl kénnen auch das Akaike-Kriterium
(AIC), das Schwarz-Kriterium (SC) oder das
Prognosekriterium (PC) herangezogen werden:

AIC = In <§>+2(K—Tﬂ) (13.16)
sc = (%) 4 KT
pe _ Smll+(K+1)/T] (1318

T—-K-1
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e Frage: Wo zeigt sich in diesen Formeln das Abwé&gen
zwischen Verzerrungsrisiko und Schatzvarianz?
Antwort:

e Frage: Sind gute Modelle bei diesen Kennzahlen durch
kleine oder groBe Werte gekennzeichnet.
Antwort:
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Numerische lllustration 13.6

Fiir die drei zu vergleichenden Modelle (13.2), (13.3) und
(13.4) erhilt man die S;;-Werte 1.260.028, 957.698 und
0955.692. Die Formeln (13.16), (13.17) und (13.18) liefern
dann folgende Ergebnisse:

Tabelle 13.4: AIC, SC und PC der drei zu vergleichenden Modelle.

Modell AIC  SC PC

(132) 11,251 11,350 77.001,715
(13.3) 11,077 11,226 61.968,701
(13.4) 11,174 11374 71.676,877

Die Kennzahlen sprechen also erneut fiir Modell (13.3).
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13.2.3 F-Test

@ Um zwischen den Modellen (13.2) und (13.4) abzuwsgen,
konnte man einen F-Test fiir Hy: B, = B3 =0
durchfiihren.

@ Ein F-Wert berechnet sich immer gemaB

SO Ss)/L
F = (uu U)/

= T (13.19)
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Numerische lllustration 13.7

Ein F-Test der Nullhypothese Hp : B, = B; = O liefert im
Modell (13.4):

(1.260.028 — 955.692) /2
F= = 2,548 . 13.20
955.692/ (20 — 4) (13.20)

Frage: Zu welchem Testergebnis gelangen wir?
Antwort:
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13.2.4 t-Test

@ Um zwischen (13.3) und (13.4) abzuwigen, wird die
Nullhypothese Hp : B; = 0 getestet:
By — By —0
_Fia_ PO (13.21)
sd(B;)  sd(Bs)
@ Normalerweise sollte fiir simtliche exogene Variablen der

zu vergleichenden Modelle der jeweilige t-Wert ermittelt
werden.
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Numerische lllustration 13.8

Der kritische Wert t,/, liegt bei einem Signifikanzniveau von
a = 0,05 fiir Modell (13.3) bei 2,1098 (17 Freiheitsgrade) und
fiir Modell (13.4) bei 2,1199 (16 Freiheitsgrade). Die
Ergebnisse in Tabelle 13.2 sprechen insgesamt fiir Modell
(13.3), also fiir das korrekte Modell.
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13.2.5 Zusammenhang zwischen korrigiertem BestimmtheitsmaR,
F-Test und t-Test

o Essei R das korrigierte BestimmtheitsmaB des
unrestringierten Modells, z.B. Modell (13.4).

° ﬁz sei das korrigierte BestimmtheitsmaB des
Nullhypothesenmodells, z.B. Modell (13.3).

S —
Es gilt R°> RO genau dann, wenn F > 1.
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@ Wenn nur eine Linearkombination getestet wird
(Ho : B, = 0), kann auch ein t-Test eingesetzt werden
und es gilt F = t2.

e Folglich gilt R > m2 genau dann, wenn t2 > 1, also
wenn t auBerhalb des Intervalls [—1,1] liegt.

@ Bei den tiblichen Signifikanzniveaus sind F; und t, immer
groBer als 1.

e Folglich neigt das Kriterium des korrigierten
BestimmtheitsmalBes stirker zur Aufnahme neuer
Variablen als das Kriterium der F- und t-Tests.
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13.2.6 Ungenesteter F-Test
@ Die Restriktion B; = 0 macht aus Modell (13.4) das

Modell (13.3).

@ Man sagt dann, Modell (13.4) ist ,eingebettet"” in Modell
(13.3).

o Ublicher ist der aus dem Englischen abgeleitete Begriff
»genestet “.

@ Alternativkandidat zu Modell (13.3) sei das Modell:

Ye =&+ Boxor + Baxar +up (13.22)
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Numerische lllustration 13.9

Tabelle 13.5: Schitzergebnisse fiir Modell (13.22).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 921,4 267,2 3,449 0,003
Alter 20,7 122 1,691 0,109
Firmenzugehor. —41 17,0 —0,241 0,812

Bei einem Signifikanzniveau von 5% sind weder das Alter noch
die Firmenzugehorigkeit signifikant.
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@ Der ungenestete F-Test geht in zwei Schritten vor:

@ Aus den beiden Modellen wird ein “Mega-Modell”
gebildet:

Ve = &+ Bixae + Boxer + Byxar + ur
[entspricht Modell (13.4)]

@ Fir dieses Modell werden hintereinander die
Nullhypothesen Hp : B; = 0 und Hj : B; = 0 jeweils
mit einem F-Test iiberpriift (t-Tests waren hier
natiirlich auch zulissig).
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Numerische lllustration 13.10

Wenn L = 1, kann die Beziehung F = t? ausgenutzt werden.

Fiir Ho : B; = 0 liefert das Mega-Modell
F =t*>=2859° = 8,174 (siche Tabelle 13.2)
und fiir Ho : B3 =0
F=1t>=-01832=0,033 (siehe Tabelle 13.2).

Der kritische F-Wert betragt Fo o5 = 4,494.

Frage: Welches Modell ziehen wir demnach vor?
Antwort:
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13.3 Spezifikations-Methodologien
@ Die Maurer-Methodologie beginnt mit einem schlanken
Modell und fiigt zusatzliche Variablen hinzu.
@ Alternative Bezeichnungen sind:

e bottom-up
o specific-to-general
e simple-to-general

e Die Steinmetz-Methodologie beginnt mit einem

umfassenden Modell und entfernt anschlieBend Variablen.

@ Alternative Bezeichnungen sind:
e top-down
o general-to-specific
o general-to-simple.
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13.3.1 Steinmetz- versus Maurer-Methodologie

e Frage: Warum wird die Steinmetz-Methodologie
tendenziell bevorzugt?
Antwort:
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13.3.2 Wichtiges Problem bei der Variablenauswahl

Numerische lllustration 13.11

Tabelle 13.2 sei die Entscheidungsgrundlage, um zwischen den
drei konkurrierenden Modellen (13.2), (13.3) und (13.4) zu
entscheiden.

Frage: Warum konnte die Steinmetz-Methodologie sowohl zu
Modell (13.2) als auch zu Modell (13.3) fiihren?
Antwort:
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Kapitel 14

Annahme A2: Funktionale
Form
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@ Das 6konometrische Modell einer Mehrfachregression
lautet:

Ve = &+ Bix1e + Boxor + ...+ BueXke + Ut

Der wahre Zusammenhang zwischen xi¢,xo¢, . .. , Xk und y; ist
linear.

475



Okonometrie
- 14. Annahme A2: Funktionale Form

Beispiel zu Kapitel 14

Die Milchleistung (m) einer Kuh hingt bei Konstanthaltung
aller anderen Inputs ausschlieBlich von der zugefiitterten
Menge des Kraftfutters () ab.

Das ckonomische Modell lautet demnach:

m=g(f). (14.1)

Die Daten finden sich in Tabelle 14.1 und die entsprechende
Punktwolke in Abbildung 14.1.
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Tabelle 14.1: Kraftfutter f; (in Zentner/Jahr wobei 1 Zentner = 50
kg) und Milchleistung m; (in Liter/Jahr) von 12 beobachteten

Kiihen.
t ft m t ft m¢
1 10 6525 7 8 5821

2 30 8437 8 14 7531

6 22 7236 12 28 8112
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me
8500
o %%
7000 e o
°
55001 o®
4000 T——

0 816243é4o'f

(a) linear

my
8500
o»
7000 %%e
°
5500 o ®
40007 —In f;

0 0816243240

(b) semi-logarithmisch

Abbildung 14.1: Die (a) Originaldaten und (b) ein Versuch, den
Zusammenhang zwischen Kraftfuttereinsatz f; und Milchleistung
m; in linearisierter Form abzubilden.
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@ Das zum 6konomischen Modell (14.1) korrespondierende
lineare 6konometrische Modell lautet:

my = + ‘Bft + ut . (142)

e Frage: Welchen Eindruck vermittelt die Punktwolke
hinsichtlich der Annahme A2? Was lasst sich iiber die
Grenzertrage in der Milchproduktion aussagen?
Antwort:
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14.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Frage: Warum sollte keine KQ-Schitzung des Modells
(14.2) vorgenommen werden?
Antwort:
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14.2 Einige alternative Funktionsformen

@ Nicht-lineare Wirkungszusammenhange lassen sich
oftmals in linearer Form wiedergeben.

@ Verschiedene nicht-lineare Beziehungsvarianten zwischen
f: und m; werden nachfolgend als lineare Beziehung
zwischen zwei Variablen formalisiert, die selbst jeweils
Funktionen von f; und m; sind.
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14.2.1 Semi-logarithmisches Modell (Linlog-Modell)

@ Der lineare Zusammenhang zwischen In f; und m; (siehe
Abbildung 14.1) lautet

mt:[x—i-ﬁlnﬂ—l—ut. (143)

@ Umbenennung von m; = y; und In f; = x; ergibt das
lineare Modell
Y =&+ ‘BXt “+ ug . (144)
@ Abbildung 14.1 zeigt die entsprechende Punktwolke.

e Frage: Erfiillt Modell (14.3) Annahme A2?
Antwort:
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- 14.2. Einige alternative Funktionsformen

o Frage: Welche Interpretation besitzt  im Modell (14.3)?
Antwort:

@ [ ist auch fiir die Beziehung zwischen f; und m;
bedeutsam.

o Differenziert man m; = a + BInf; + u; nach f;, erhilt
man die marginale Veranderung

dm; dm; d(Inf)
= . = 145
dft d(Inf) df; =F ft ( )
@ Frage: Was bedeutet dieses Resultat hinsichtlich der

Grenzertrage der Milchproduktion?
Antwort:
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- 14.2. Einige alternative Funktionsformen

@ Umstellen von (14.5) liefert

df,
dme = p-—
t

B dfy
= & .l100- 2
100 00 fr

B ) .
= 105" [Prozentinderung in f;] .

@ Bei einer einprozentigen Erhohung des
Kraftfuttereinsatzes verdndert sich der Milchoutput
folglich um $/100 Liter.

e Frage: Um wie viel Liter wiirde sich der Milchoutput bei
einer zehnprozentigen Erhdhung des Kraftfuttereinsatzes
verandern?

Antwort:
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14.2.2 Inverses Modell

@ Der lineare Zusammenhang zwischen den Variablen 1/f;
und m; lautet

me=wa+B(1/f)+ u . (14.6)

Umbenennung von m; = y; und 1/f; = x; ergibt das
lineare Modell (14.4).

Die Punktwolke ist in Abbildung 14.2 (a) wiedergegeben.
Der Parameter B scheint hier negativ zu sein.

Frage: Wie ist 5 im Modell (14.6) zu interpretieren?
Antwort:
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e Frage: Ist das inverse Modell (14.6) eine geeignete
Beschreibung der Realitdt in linearer Form?
Antwort:

e Differenzieren des Modells (14.6) nach f;, ergibt die
marginale Verdnderung

dm: B
A 2
@ Wie beim semi-logarithmischen Modell hangt die
marginale Verdnderung sowohl von B als auch von f; ab.
e Frage: Wiirden bei negativem 8 abnehmende oder
zunehmende Grenzertrage vorliegen?
Antwort:
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my
8500
7000&
°
55001 ®
4000+

(a) invers

0 0204060810

In m;
8v9 Py ....
e o
8,7 ®
°
854 ®
8,34 f;

0 8 16 24 32 40

(b) exponential

Abbildung 14.2: Zwei weitere Versuche, den Zusammenhang
zwischen Kraftfuttereinsatz f; und Milchleistung m; in linearisierter

Form abzubilden.
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14.2.3 Exponential-Modell (Loglin-Modell)

@ Der lineare Zusammenhang zwischen f; und In m; lautet
In my =« + ﬁft —+ u . (147)

e Frage: Ist angesichts der Punktwolke in Abbildung 14.2
(b) das Exponential-Modell (14.7) eine geeignete
Beschreibung der Realitdt in linearer Form?

Antwort:

488



Okonometrie

L 14. Annahme A2: Funktionale Form

L 14.2. Einige alternative Funktionsformen

o Differenzieren nach f; ergibt

d(Inmy) _5.
df;
e Da
d(lnm;) 1
dmt - mg '
gilt

dmt
d(l = —.
(Inmy) p
@ Ausdruck (14.8) ist deshalb identisch mit

dmt

"t — Bdf, .

mz

(14.8)

(14.9)

(14.10)
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@ Beidseitige Multiplikation mit 100 ergibt

d
100~ = 100 B df;

my
und damit

[Prozenterhéhung in m;| = 100 B df; .

e Frage: Wie ist diese Gleichung zu interpretieren?
Antwort:

@ Oftmals wird ein solches MaB als Semi-Elastizitit
bezeichnet.
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- 14.2. Einige alternative Funktionsformen

@ In exponentieller Form geschrieben lautet Gleichung
(14.7):
énnn ::ea+ﬁ&

wobei u; gleich 0 gesetzt wurde.
e Da "™ = m,, erhilt man

my = e thfe

@ Die marginale Veranderung dm; /df; betrdgt folglich
dmt B
dfe

o Frage: Was wiirde dieses Ergebnis beziiglich der

Grenzertrage des Kraftfuttereinsatzes bedeuten?
Antwort:

ﬁ a+ﬁﬁ_
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14.2.4 Logarithmisches Modell (Loglog-Modell)

@ Der lineare Zusammenhang zwischen den Variablen In f;
und In ms lautet

Inmy =a+ BlInf+ up . (14.11)
e Frage: Ist angesichts der Punktwolke in Abbildung 14.3
(a) das logarithmische Modell (14.7) eine geeignete
Beschreibung der Realitdt in linearer Form?
Antwort:
o Differenzieren nach In f; ergibt
d(lnm) 8
dinf) — F
@ Es ergibt sich auch hier wieder die gewohnte
Interpretation eines Steigungsparameters.
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e Da
d(Inm;) 1
dm; m;
erhdlt man
~dmy/m
P = dfe/ f;

100 - dmt/mt .

(14.12)

[Prozenterhéhung in my]

100 - df; / f;
@ Umstellen liefert

~ [Prozenterhshung in f;]

[Prozenterhéhung in m;| = B - [Prozenterhdhung in f;]

o Frage: Wie ist diese Gleichung zu interpretieren?

Antwort:
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- 14.2. Einige alternative Funktionsformen

@ Es handelt sich bei B also um die Elastizitdt der
Milchleistung m; in Bezug auf den Kraftfuttereinsatz f;.

@ Bildet man die exponentielle Form der Gleichung (14.11),
wobei u; gleich O gesetzt wird, so ergibt sich

eln my ea+ﬁ|n fi
ot eBIni
@ Wegen
In m Blnf, In ff B
e"M — m; und ePit ="'t = £
erhilt man

me = e*fF (14.13)
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o Auflésen von (14.12) nach dm;/df; und Ersetzen von m;
durch den Ausdruck in (14.13) liefert

dm; wp Bl

— = f, :

dft € 13 t

o Frage: Was besagt dieses Ergebnis beziiglich der
Grenzertrage des Kraftfuttereinsatzes?
Antwort:
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In m; In m;
8,9 b 8,9
%o 4
8,7 o 871¢@®
° °
8,5 ° 851 ©®
83y — . nf, 83+, -1/,
0 0816243240 0 020406081,0
(a) logarithmisch (b) log-invers

Abbildung 14.3: Zwei weitere Versuche, den Zusammenhang
zwischen Kraftfuttereinsatz f; und Milchleistung m; in linearisierter
Form abzubilden.
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14.2.5 Log-inverses Modell

@ Der lineare Zusammenhang zwischen den Variablen 1/f;
und In ms lautet

Inm; =a+B(1/f)+ us . (14.14)

@ Abbildung 14.3 (b) spricht gegen die Verwendung dieses
Modells.

@ Setzt man u; gleich 0, so lautet die exponentielle Form
der Gleichung (14.14):

my = B/

e Differenzieren nach f; liefert die marginale Veranderung:
dmt eer'B(l/ft)

dfe 2
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14.2.6 Quadratisches Modell

@ Der lineare Zusammenhang zwischen den Variablen f;, ft2
und m; lautet

my :,x+51ft+ﬁ2ft2+ut_ (14.15)

o Mit den Umbenennungen m; = y;, f; = x1; und 2 = xo;
ergibt sich das lineare Modell

ye=a+ ﬁlxlt + ,32X2t + ug .
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o Differenzieren der Gleichung (14.15) liefert

dm

t
—ft:/31+252ft-

e Frage: Was lasst sich fiir B; > 0 und B, < 0 beziiglich
der Grenzertrige des Kraftfuttereinsatzes aussagen?
Antwort:

499



Okonometrie
- 14. Annahme A2: Funktionale Form

- 14.2. Einige alternative Funktionsformen

14.2.7 Eine vergleichende Anwendung

Tabelle 14.2: Verschiedene Funktionstypen in ihrer linearisierten
Form und mit ihren marginalen Verdnderungen.

Funktionstyp lineare Funktion marg. Verand. (dmt/dft)
linear my = & + Bty + u; B
semi-log. my =a+ BInf 4 uy B/ f:

invers my =+ B(1/f) + u —B/f?
exponential Inm; = o+ Bfy + uy Berthft
logarithmisch ~ Inm; =a+ BInfi + u; e"‘ﬁff*1
log-invers Inm;=a+B(1/f)+u  —Pe*PA/H) /2

quadratisch

me = a+ By fr + Bof + ue By + 2B,
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Numerische lllustration 14.1

Tabelle 14.3: Eine Ubersicht der Schitzergebnisse des

Milch-Beispiels.

Modell Funktionstyp % B R2
(14.2) linear 4985,270 118,914 85,6
(14.3) semi-logarith. 3818,334 1268,803 90,5
(14.6) invers 7657,231 -3762,321 59,5
(14.7) exponential 8,524 0,018 82,0

(14.11) logarithmisch 8,323 0,204 94,0

(14.14) log-invers 8,943 -0,631 67,6

B Bs
(14.15) quadratisch ~ 4109,445 271,393 -4,432 95,0
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o Frage: Welche Interpretation besitzt B im linearen, im

Exponential-, im semi-logarithmischen und im
logarithmischen Modell?

Antwort: lineares Modell: Ein zusatzlicher Zentner
Kraftfutter erhoht den Milchoutput um B = 118,914
Einheiten (Liter).

Exponential-Modell: Ein zusitzlicher Zentner Kraftfutter
erhdht den Milchoutput um (100 - 8) = (100 - 0,018)
Prozent, also um 1,8 Prozent.

semi-logarithmisches Modell: Eine einprozentige Erhéhung
des Kraftfuttereinsatzes erhdht den Milchoutput um
/100 = 12,68803 Einheiten (Liter).

logarithmisches Modell: Eine einprozentige Erhohung des
Kraftfuttereinsatzes erhoht den Milchoutput um

-~

B = 0,204 Prozent (nicht 20,4 Prozent!).
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Nicht-lineare Zusammenhange kdnnen oftmals in ein lineares
Modell transformiert und so einer KQ-Schatzung zugénglich
gemacht werden.

Bei der Interpretation der Parameter ist groBe Sorgfalt
geboten. Die Interpretation hangt vom gewadhlten Funktionstyp
des Modells (z.B. logarithmisch) ab.
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14.3 Diagnose und Neu-Spezifikation

@ Nur manchmal macht die 6konomische Theorie Vorgaben
in Bezug auf die funktionale Form.

@ Fiir die Auswahl der besten funktionalen Form helfen
grafische Verfahren nicht immer weiter.

@ Es miissen deshalb Spezifikations- und
Fehlspezifikationstests eingesetzt werden.
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14.3.1 Regression Specification Error Test (RESET)
Grundidee des RESET-Verfahrens

@ Die endogene Variable ist eine Funktion der exogenen
Variable: y; = f(x).
@ Eine Taylor-Expansion liefert:

Ve = f(xe) = &+ Byxe + Boxt + Bax; + ... . (14.16)

@ Waire der wahre Wirkungszusammenhang nicht linear und
folglich in der Form (14.16) approximierbar und wiirde
man dennoch das einfache lineare Modell

Ye = &+ Byxe + u (14.17)

verwenden, dann wiirden in diesem Modell die relevanten

Variablen xtz, xf’, usw. fehlen.
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@ Man kann das Modell (14.17) um Variablen erginzen, in

welchen Informationen iiber xf, x?, usw. stecken, und

anschlieBend tiberpriifen, ob die erganzten Variablen
relevant sind.

@ Es sei unterstellt, dass Modell (14.17) korrekt ist.

e Dann gilt R

@ Die quadrierten geschatzten Werte ergeben sich aus
~2 P T P - S
72 = (zx+ﬁ1xt> — @2+ Bo® +28Byxe . (14.18)

o Analoge Ausdriicke lassen sich fiir y2, y2, usw. angeben.
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@ Das um Informationen der Variablen xtz, xf’, usw.

erganzte Modell (14.17) lautet:
ye =@+ Brxe +1VE + 1Y + sV Hup . (14.19)

e Frage: Mit welchem Hypothesentest konnte man nun
iiberpriifen, ob das lineare Modell (14.17) korrekt ist?
Antwort:
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Arbeitsschritte des RESET-Verfahrens

1. Man ermittelt fiir das lineare Modell die geschatzten
Werte der endogenen Variable y; und die Summe der
Residuenquadrate Séﬁ. Ferner berechnet man die Werte
der Variablen y?, y2 und y}.

2. Das lineare Modell wird erweitert zu Modell (14.19). Die
Residuenquadrate werden berechnet (SZ.).

3. Fiir das erweiterte Modell (14.19) wird ein F-Test der
Nullhypothese Hp : 7y; = v, = 73 = 0 durchgefiihrt. Der
entsprechende F-Wert errechnet sich aus

(St~ Sig) /1L
F = )
55,/ (T— K~ 1)
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4. Falls die Nullhypothese wabhr ist, folgt die Zufallsvariable
F einer F( 1_+1)-Verteilung. F; wird ermittelt. Wenn
F > F,, wird Hy abgelehnt.

Numerische lllustration 14.2

1. Im Milch-Beispiel ergibt sich fiir das einfache lineare Modell,
my = & + By fi + uf, der Wert S.. = 2.786.870.

Aus m; = & + B, f; lassen sich die entsprechenden m;-Werte
berechnen und daraus die Werte fiir m?, m3 und .
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(Forts.)

2. Erweitert man das einfache lineare Modell um die Variablen

m2, m3 und mf, dann ergibt sich

mt:“+,31ft+’71ﬁ7§+')’2’77§+73ﬁ7§+uf-

Fiir dieses Modell erhilt man Sgﬁ = 032.014.

3. Fiir die Nullhypothese Hp : y; = 75 = 3 = 0 ergibt sich
folgender F-Wert:

(2.786.870 — 932.014) /3
932.014 /7

F= ~ 4,644
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(Forts.)
4. Der Vergleich des berechneten F-Wertes mit dem

Fo,05-Wert zeigt, ob die Nullhypothese abzulehnen ist.

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangen wir?
Antwort:
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Aussagekraft des RESET-Verfahrens (und dhnlicher
Testverfahren)

@ Kommt es im F-Test des RESET-Verfahrens zu einer
Ablehnung der Nullhypothese, dann ist dies ein sehr
verlassliches Signal fiir eine Fehlspezifikation.

e Kommt es im F-Test des RESET-Verfahrens hingegen zu
keiner Ablehnung der Nullhypothese, dann ist dies noch
kein sehr verldssliches Signal fiir eine korrekte
Spezifikation.

@ Diese Aussage gilt ganz allgemein:

In Tests, welche die Nichtverletzung einer betrachteten
Annahme als Nullhypothese verwenden, lasst sich nur
schwache Evidenz fiir die Nichtverletzung sammeln.
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14.3.2 BestimmtheitsmaB R?

@ Das BestimmtheitsmaB darf nur dann angewendet
werden, wenn

@ die endogene Variable der Modelle identisch ist,

@ die Anzahl der exogenen Variablen in den Modellen
identisch ist,

© die Modelle einen Niveauparameter a besitzen.
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Numerische lllustration 14.3
Aus Tabelle 14.3 ist ersichtlich:

Innerhalb der Modellgruppe mit nicht-logarithmierter
endogener Variable ist das semi-logarithmische Modell am
besten geeignet.

Innerhalb der Gruppe mit logarithmierter endogener Variable
ist das logarithmische Modell am besten geeignet.
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14.3.3 Box-Cox-Test
Box-Cox-Test fiir Logarithmierung der endogenen Variable

@ Diese einfache Variante des Box-Cox Tests ist geeignet fiir
zwei Modelle, bei denen das eine die endogene Variable y;
besitzt und das andere die endogene Variable In y;.

e Ein Beispiel ist:

e = a+BlInx; + uy und Iny: = a+Blnx:+us .

@ Der Test vollzieht sich in 9 Schritten.
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1. KQ-Schitzung des Modells mit der endogenen Variable y;
(Summe der Residuenquadrate: Sy ).

2. KQ-Schitzung des Modells mit der endogenen Variable
Iny; (Summe der Residuenquadrate: S;;).
3. Ermittlung des geometrischen Mittels der Variable y;:

y= i-yeyn)D

e'”()’l'm'-n'yr)(l/T)

1/ T)In(y1-y2-oyr)
TV e
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4. Wiirde man das Modell mit der endogenen Variable y;
durch y dividieren und anschlieBend eine KQ-Schitzung
dieses transformierten Modells durchfiihren, so ergabe
sich als Summe der Residuenquadrate der Wert Sg;/y2.

5. Es kann gezeigt werden, dass S5 /y? und S=. direkt
vergleichbar sind. Gilt beispielsweise S5 /y? < S, dann
spricht dies fiir das Modell mit y; als endogener Variable.

6. Die Ergebnisse der Schritte 1 bis 5 werden durch einen
Test der Nullhypothese Hy : S, /y? = S, erginzt.
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7. Es gilt

()
2 ~ X -

Frage: Warum gilt immer / > 0?7 Wann ergibt sich
| = 07 Zeigen Sie, dass

Saa/ v\ | _ St
(%)= (55)|

Antwort:
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8. Liegt der beobachtete Wert der Zufallsvariable / oberhalb
des kritischen Wertes, dann wird die Nullhypothese
verworfen.

9. Wenn die Modelle empirisch nicht gleichwertig sind, dann
wird dasjenige Modell ausgewahlt, welches die geringere
Summe der Residuenquadrate aufweist.
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Numerische lllustration 14.4
Es wird ein Vergleich zwischen dem logarithmischen Modell

Inm: =a+ BInf + u; (14.11)
und dem semi-logarithmischen Modell
my =+ BInf+ u (14.3)

durchgefiihrt. Im Milch-Beispiel ist Zz—zl In m; = 106,18432.
Das geometrische Mittel der endogenen Variable betragt

demnach
i — o(1/12)106,18432 6965.29
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(Forts.)

Eine KQ-Schitzung der zu vergleichenden Modelle (14.11)
und (14.3) liefert die folgenden Ergebnisse:

St = 0,02873
S../m° = 1847012,9/48515209,7 = 0,03807 .

Da S*. < S/ m?, scheint das logarithmische Modell (14.11)
besser geeignet als das semi-logarithmische Modell (14.3).
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(Forts.)
Fir | ergibt sich:

12 ’ o (0,03807

[=—|l 0,02873> ‘ ~ 1,68877 .

Frage: Zu welchem Testergebnis gelangen wir bei einem
Signifikanzniveau von 5%?
Antwort:
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Ein allgemeineres Box-Cox-Verfahren

@ Eine allgemeine Variablentransformation:

A
1
ye(A) = ”A (14.20)
X;’b -1

x(y) = o (14.21)

wobei A und ¢ Transformationsparameter darstellen.
@ Eine sehr allgemeine Modellformulierung lautet:

Y _q

A X

1
.yt)\ :lx*‘f‘ﬁ

+ ut , (1422)

wobei A # 0 und ¥ # 0.
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@ Setzt man A = 1 = 1, dann ergibt sich das lineare
Modell (14.4), denn

yvi—1 = a"+B(x — 1)+ u
= vi = & +1—B+Bxe+ u
> = 0C+5Xt+ut,

wobei & = a* +1— .
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@ Ferner ergibt sich

fir A — 0 und ¢ — 0 das logarithmische Modell,

fir A =1 und ¥ — 0 das semi-logarithmische Modell,

fir A — 0 und ¢ = 1 das Exponential-Modell,
fir A — 0 und ¢ = —1 das log-inverse Modell und
fir A =1 und ¥ = —1 das inverse Modell.

@ Das allgemeine Box-Cox-Verfahren vollzieht sich in 5
Schritten.

525



Okonometrie
L 14. Annahme A2: Funktionale Form
L 143, Diagnose und Neu-Spezifikation

1. Man ermittelt das geometrische Mittel

y = bi-y2reoyr
— S/T)EL iy

)(1/T)

2. Im Box-Cox-Modell (14.22) wird y; durch die
transformierte Variable y;" = y;/y ersetzt:

(i)' -1
A

x;'b—l

= —}-ﬁ 170

+u (14.23)
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3.

Es wird eine bestimmte A-y-Kombination benutzt und
die sich daraus ergebenden Werte der endogenen Variable
[(yt*))‘ — 1]/ A und der exogenen Variable (X;P —-1)/y
des Modells (14.23) berechnet. Auf Basis dieser Werte
erfolgt eine KQ-Schitzung des Modells (14.23).

. Schritt 3 wird fiir alle anderen mdoglichen

A-1p-Kombinationen wiederholt.

Man wahlt diejenige A-1p-Kombination, welche die
kleinste Summe der Residuenquadrate generiert. Setzt
man die Werte dieser , besten” A-y-Kombination in
Modell (14.22) ein, so hat man die beste funktionale
Form fiir das zu schitzende Modell.
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Das RESET-Verfahren kann anzeigen, ob beim betrachteten
Modell eine Fehlspezifikation vorliegt.

Mit dem BestimmtheitsmaB kann das Feld der
Alternativkandidaten eingeengt werden. Verglichen werden
kénnen nur Modelle mit identischer endogener Variable und
gleicher Anzahl an exogenen Variablen.

Der Box-Cox-Test erlaubt Vergleiche zwischen Modellen mit
unterschiedlicher endogener Variable.
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Kapitel 15

Annahme A3: Konstante
Parameterwerte
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@ Das 6konometrische Modell einer Mehrfachregression
lautet:

Ve = &+ Bix1e + Boxor + ...+ BueXke + Ut

Die K +1 Parameter &,3;,B,,....B) sind fiir alle T
Beobachtungen (x1¢,%0t, - - . . Xkt,yt) konstant.
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Beispiel 1 zu Kapitel 15

Trotz wirtschaftlicher Wachstumsraten von etwa 2% stieg die
Erwerbslosenquote in Deutschland wahrend der frithen 1990er
Jahre stetig an. Deshalb wurde die zu Beginn 2005 wirksam
gewordene Reform der Sozialsysteme (Hartz IV Gesetz)
durchgefiihrt.

Wir untersuchen den Einfluss des Wirtschaftswachstums auf
die Veranderung der Erwerbslosenquote in Deutschland. Die
Jahresdaten des Zeitraums 1992 bis 2014 sind in Tabelle 15.1
und in Abbildung 15.1 wiedergegeben.
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(Forts.)

Tabelle 15.1: Wirtschaftswachstum x; und Verdnderung der
Erwerbslosenquote y; fiir die 23 Jahre des Zeitraums 1992 bis 2014
(jeweils in Prozentpunkten); Datenquelle: Online-Datenbank des
Statistischen Bundesamtes.

Jahr/t Xt Yt Jahr/t Xt Yt Jahr/t Xt Yt
92/T 1,9 1,0 ~0I/I0 1,7 0,1 ~10/19 4,1 -0,7
93/2 -10 1,2 02/11 00 0,7 11/20 3,6 -0,9
94/3 25 05  03/12 -0,7 1,0 12/21 04 -05
95/4 1,7 -0,2 04/13 1,2 06 13/22 0,1 -0,1
9/5 08 06  05/14 07 08  14/23 1,6 -02
97/6 1,8 06  06/15 3,7 -0,9
98/7 2,0 -02  07/16 33 -1,5
99/8 2,0 -0,8 08/17 1,1 -1,0
00/9 3,0 -0,7 09/18 -56 0,2
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Yt o = 1992-2004
1,5 - : e = 2005-2014
o
1,0 | o o)
o [ ]
0,5 A 7 000 o
0,0 L e . -------- T
: 6]
—0,5 1 ‘e o e
—1,0 - e °© e
—15 . ————— X¢
— -3 01 2 3 4

Abbildung 15.1: Die Datenpunkte des Arbeitsmarkt-Beispiels.
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L 15.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

15.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung
@ Zwei getrennte Modelle fiir Phasen | und II:

Phase | : y; = &)+ B;x; + uz (15.1)
Phase Il : y; = ay + Byxt + ut (15.2)

Fall A: &) =y, B, = B = kein Strukturbruch
Fall B: a) #ay, B, = B, = Strukturbruch in «
Fall C: ay = ay, B; # B, = Strukturbruch in 8
Fall D: ay # ay, B; # B,y = Strukturbruch in « und
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Yt
xp=uy

Yt

Xj=y

@y

Xt

9]

Yt

ay

Yt

9]

Bi=Py =By

Xt

-{

(B)

.3// { /3,

X
~— t

1

~{

(D)

Abbildung 15.2: Vier mégliche Parameterkonstellationen.
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L 15.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

15.1.1 Ein geeignetes Strukturbruchmodell

@ Die Parameter der Phase |l kénnen in der Form

Xy = o+ (15.3)
By = B, +9 (15.4)

geschrieben werden.

o Frage: Wie sind die Parameter <y und 6 demnach zu
interpretieren?
Antwort:
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L 15.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Das Modell der Phase Il, (15.2), lautet dann:

ye = (@ +7)+ (B +06)x+u
= DC/+’Y+’B/Xt+(5Xt+Ut. (155)

@ Das Modell der Phase | lautete:
Y = Ky + ,B/Xt + Uz . (151)
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@ Die Modelle der Phasen | und IlI, (15.1) und (15.5),
kénnen auch als Funktionen genau der gleichen Parameter
geschrieben werden:

Phase I: y; = &y 4 0- + B;x; + 0-6x; + u; (15.6)
mit t = 1,2,...,T

Phase Il: y; = &y + 1y + B;x¢ + 1-6x¢ + u; (15.7)
mitt=T,+1,T,+2,..,T,

wobei T; die Anzahl der Beobachtungen der Phase | ist.
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L 15.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Das Strukturbruchmodell

Yt =« —+ ’)’Dt —+ ,B/Xt -+ (SDtXt + us , (158)

mit
D, — 0 wennt=12,..,T
P71 1 wennt=T,+1,T)+2,....T

gibt die in Gleichungen (15.6) und (15.7) beschriebenen
Wirkungszusammenhange der Phasen | und Il in einer einzigen
Gleichung wieder.
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;

@ Das Modell (15.8) ist Fall D und enthilt die Falle A bis C
als Spezialfille (jeweils t = 1,2,...,T):

Fall A y =0und 6 =0
Vi = &1+ B;xe + ut (15.9)

FallB: ¥y #0und 6 =0
Ve = &+ YD + By x¢ + uy (15.10)

FallC: y =0und 6 #0
ye = &) + B;x¢ + 6Dex¢ + uy (15.11)

Fall D: v #0und 6 #0
Yt = Ky —+ ’)’Dt -+ ,B/Xt —+ 5DtXt =+ U . (158)
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15.1.2 Schitzung und Interpretation der Parameter des
Strukturbruchmodells

@ Das Strukturbruchmodell
Yt =) +9De 4+ Byxt +06Dexe +up, t=12,..,T(15.8)
kann mit der KQ-Methode geschitzt werden.

@ D;x; ist eine Interaktions-Dummy-Variable.

@ Es kann gezeigt werden, dass in die Schatzwerte fiir «;
und B, allein die Beobachtungen der Phase | eingehen
und in die Schatzwerte fiir v und 6 — und damit «y; und
B, — allein die Beobachtungen der Phase II.

@ Es miissen deshalb sowohl fiir Phase | als auch fiir Phase
Il mindestens 2 Beobachtungen vorliegen.
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Numerische lllustration 15.1

Im Arbeitsmarkt-Beispiel werden auf Basis der 23
Beobachtungen K= 3 Steigungsparameter und ein
Niveauparameter geschatzt.

Die Freiheitsgrade dieser Schitzung betragen folglich
T-K-1=19.

Die Werte der Variablen des Strukturbruchmodells finden sich
auszugsweise in Tabelle 15.2.

Die KQ-Schitzergebnisse sind in Tabelle 15.3 wiedergegeben.
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(Forts.)

Tabelle 15.2: Verinderung der Erwerbslosenquote y;, Wirtschafts-
wachstum x;, Dummy-Variable D; und Interaktions-Dummy D, x;
fiir die 23 Jahre des Zeitraums 1992 bis 2014.

Jahr 't  y¢ x¢ D¢ Dixt
1992 1 1.0 19 O 0
1993 2 12 -10 O 0

Phase |
2004 13 06 12 0 0
2005 14 0,8 0,7 1 0,7
2006 15 -0,9 37 1 3,7
Phase Il _ . . i i )

2014 18 02 16 1 16
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(Forts.)

Tabelle 15.3: Schitzergebnisse fiir das Strukturbruchmodell (15.8)

des Arbeitsmarkt-Beispiels.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 0,809 0,219 3,695 0,002
Wachstum -0,374 0,126  -2,975 0,008
Dummy -1,106 0,286 -3,862 0,001
Interaktions-Dummy 0,233 0,140 1,664 0,112

Unter Beriicksichtigung zusatzlicher Dezimalstellen erhilt man

xy = a;+79=0809—1,106 = —0,296

B, = PB,+0=—0374+0233=—0,141.
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(Forts.)

Frage: Wie sind die oberen beiden Werte der Spalte , Koeff. “
in Tabelle 15.3 zu interpretieren?
Antwort:
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(Forts.)

Frage: Wie sind die unteren beiden KQ-Schatzwerte zu
interpretieren?
Antwort:
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15.1.3 Getrennte Schatzung der zwei Phasen

Numerische lllustration 15.2

Tabelle 15.4: Schitzergebnisse bei getrennten KQ-Schitzungen der
Modelle (15.1) und (15.2).

Modell Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
(15.1) Konstante 0,809 0,206 3,939 0,002
Phase I  Wachstum -0,374 0,118 -3,171 0,009
(15.2)  Konstante -0,296 0,199 -1,489 0,175
Phase I Wachstum -0,141 0,066 -2,129 0,066
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(Forts.)

Frage: Was fillt lhnen beim Vergleich mit den Ergebnissen
der Tabelle 15.3 auf?
Antwort:

e Frage: Warum gilt bei beiden Schitzverfahren

sd(B)) = \/0?/S[,?

Antwort:
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e Frage: Warum weicht der Schatzwert

sd(B,) = \/3*/S!, dennoch in den beiden Verfahren

voneinander ab?
Antwort:
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;

15.1.4 Eine mogliche alternative Formulierung des

Strukturbruchmodells

@ Day=way —ajund 6 = B, — B, kann das
Strukturbruchmodell (15.8) auch in folgender Form
geschrieben werden:

ye = o+ (ap—a)De+Byxe + (B — By)Dexe + ur
= a/(l—Dt) + DC/[Dt —+ ,3/(1_Dt)Xt + ﬁ/lDtXt + us .
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15.1.5 Komplexere Strukturbriiche

@ Man mochte auch die Jahresdaten der Jahre 1970 bis
1991 einbeziehen

@ Wegen der deutschen Wiedervereinigung im Ubergang auf
das Jahr 1990 muss ein weiterer Strukturbruch zugelassen
werden.
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@ Das entsprechende Strukturbruchmodell lautet:

Ye = &y + vy Due + vy Die + (B; + 81 Duye + 6 Dy ) xe + e
(15.12)

@ Phasel: Dy = Dy =0
=  Yr=a;+ Bx¢ + ur
@ Phase ll: Dy =1 und Dy; =0
= ye=war+7y+ (B +0u)x + u

@ Phase lll: Dy; =0 und Dy =1

= ye=ar+vy+ (B +0m)xe + ue .
@ Der Unterschied zwischen B, und B, betragt

B — By =By +0m— (B +6n) =0m—6y. (15.13)
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15.1.6 Konsequenzen aus einer Vernachlissigung des Strukturbruchs

@ Bei Vernachlissigung des Strukturbruchs wiirde man die
Parameter des ,falschen” Modells

Vi =&+ ‘BXt + uy (1514)
schatzen.
Numerische lllustration 15.3

Tabelle 15.5: Die KQ-Schétzergebnisse fiir Modell (15.14).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 0,216 0,169 1,277 0,216
Wachstum -0,186 0,071 -2,613 0,016
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;

15.2 Diagnose

@ Das Strukturbruchmodell lautete:
Yt = &1+ YD¢ + By x¢ + 6Dex: + uy (15.8)
Fall A y=0und 6 =0
= Y=+ Xt + Uz
Fall B: vy #0und § =0
=  Ye=a;+ 7Dt + B;xt + ut
Fall C: y =0und 6 #0
= Y=+ B;xt +0Dix + uy
Fall D: v #0und 6 # 0
= Strukturbruchmodell (15.8)
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15.2.1 F-Test

@ Es ist zu iiberpriifen, ob iiberhaupt ein Strukturbruch
stattgefunden hat.

@ Dies geschieht durch einen F-Test der Nullhypothese Hp:
vy=06=0.

e Frage: Welcher der vier Fille kann ausgeschlossen
werden, wenn diese Nullhypothese abgelehnt wird?
Antwort:
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Numerische lllustration 15.4

Im Arbeitsmarkt-Beispiel ergibt sich fiir das Modell (15.8)
S;; = 5,252.

Fiir das Nullhypothesen-Modell (15.14), also

Ye = & + Bx¢ + g, ergibt sich SO = 9,664.

Damit erhdlt man

(9,664 — 5,252) /2

==
5,252/19

= 7,978 .

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangt man?
Antwort:
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15.2.2 t-Test

o Fall A wurde im F-Test verworfen.
@ Das Strukturbruchmodell

Yt = Ky + ')’Dt + ﬁlXt + (SDtXt + U (158)

beschreibt Fall D (Strukturbruch in beiden Parametern).
@ Ein t-Test von Hp: v = 0 differenziert zwischen

Fal C(y=0,8#0)und D (v #0, 6 #0).
@ Ein t-Test von Hy: 6 = 0 differenziert zwischen

Fall B (y #0,6 =0)und D (v #0, § # 0).
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Numerische lllustration 15.5
Die t-Werte fiir Hy: v = 0 und Hp: 6 = 0 finden sich in
Tabelle 15.3.

Die Zahl der Freiheitsgrade betragt 19.

Frage: Zu welchen Testentscheidungen gelangt man und
welcher Fall erscheint folglich korrekt zu sein?
Antwort:
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15.2.3 Prognostischer Chow-Test

o

Das Modell der Phase | lautet wie gewohnt

Ve = o) + B;x¢ + ug.

Eine KQ-Schitzung dieses Modells auf Basis der
Beobachtungen der Phase | liefert Séa.

Ty ist die Anzahl der Beobachtungen der Phase II.
Eine KQ-Schitzung des Modells auf Basis samtlicher
verfiigbarer Beobachtungen T = T; + Ty liefert 5.

Eine solche Schitzung ist nur dann zuldssig, wenn kein
Strukturbruch vorliegt.
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@ Die Nullhypothese des prognostischen Chow-Tests lautet:
kein Strukturbruch.

@ Der F-Wert errechnet sich dann gemaB

(S5 = Sk)/ T
S/ (TI—K—=1)

(15.15)

o Bei Giiltigkeit der Nullhypothese , kein Strukturbruch *
folgt die Variable F einer F(7, 7 _x_1)-Verteilung.
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Numerische lllustration 15.6

Man befindet sich im Jahr 2006 und mdchte untersuchen, ob
das 2005 wirksam gewordene Hartz IV Gesetz sofort einen
Strukturbruch ausgelost hat.

Der Beobachtungsumfang betrdgt T = 14 (T; = 13 und
Ty =1).

Es ergeben sich die Werte S*- = 2,734 und 553 = 2,676.
Daraus ergibt sich

(2,734 —2,676)/1
- 2,676/(13—-1—1)

= 0,239 .

Der kritische Wert betragt Fyos = 4,84 (1 = 1, vop = 11).
Die Nullhypothese , kein Strukturbruch® kann auf einem
Signifikanzniveau von 5% nicht abgelehnt werden.
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15.2.4 Unbekannter Zeitpunkt des Strukturbruchs

o Ereignete sich der Strukturbruch im Ubergang auf das
Jahr 2004, 2005, 2006, 2007 oder 20087

@ Bislang wurde das Jahr 2005 unterstellt.

e Mit dem Quandt likelihood ratio test (abgekiirzt:

QLR-Test) kann man iiberpriifen, ob und wann ein
Strukturbruch vorlag.

@ Der QLR-Test setzt sich aus einer Sequenz der zuvor
beschriebenen F-Tests zusammen.
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Numerische lllustration 15.7

Fiir Modell (15.8) wird die Nullhypothese Hy : v =6 =0
getestet.

Der F-Test mit einen Strukturbruch im Ubergang auf das Jahr
2004 liefert Sz = 6,223 und S = 9,664 und damit

9,664 — 6,223) /2

Fo
6,223/19

= 5,253 .

Die entsprechenden F-Tests fiir die nachfolgenden Jahre
liefern:

2005: F = 7,978 (wissen wir bereits)

2006: F = 15,216

2007: F = 14,735

2008: F = 12,774. 563
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o Der groBte F-Wert ergibt sich fiir den Ubergang auf das
Jahr 2006.

@ Dies ist der plausibelste Zeitpunkt fiir einen
Strukturbruch.

@ Wie testet man nun die Nullhypothese, dass sich zwischen
2004 und 2008 kein Strukturbruch ereignete?

@ Es wurde eine ganze Sequenz an F-Tests durchgefiihrt.

@ Deshalb ist es nicht zuldssig, die F-Werte der einzelnen
Jahre einfach mit dem kritischen Wert der
F(2,19)-Verteilung (5% Signifikanzniveau) zu vergleichen.

@ Eine Analogie kann dies veranschaulichen.
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Beispiel 2 zu Kapitel 15

Die Qualitat eines einzelnen frisch produzierten Spielwiirfels
wird {iberpriift. AnschlieBend wird ein Karton mit 100 frisch
produzierten Wiirfeln tiberpriift.

Numerische lllustration 15.8
Die Nullhypothese lautet Hp : ,Wiirfel ist perfekt gefertigt .

Frage: Wie wahrscheinlich ist es, bei einem perfekt gefertigten
Wiirfel bei dreimaligem Wiirfeln jedesmal die gleiche Zahl zu
erhalten?

Antwort:
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(Forts.)

Die Nullhypothese lautet Hp : ,,alle 100 Wiirfel sind perfekt
gefertigt "

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem
perfekt gefertigten Wiirfel das Ereignis
»hicht-dreimal-die-gleiche-Zahl “ eintritt?

Antwort:

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100
perfekt gefertigten Wiirfeln bei allen das Ereignis
»hicht-dreimal-die-gleiche-Zahl“ eintritt?

Antwort:
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(Forts.)

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100
perfekt gefertigten Wiirfeln bei mindestens einem das Ereignis
»dreimal-die-gleiche-Zahl“ eintritt?

Antwort:

Frage: Welche Testentscheidung muss also bei einem
Signifikanzniveau von 5% getroffen werden, wenn einmal das
Ereignis ,dreimal-die-gleiche-Zahl* eintritt?

Antwort:
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@ Fazit: Ein bestimmtes Stichprobenergebnis, welches bei

einmaliger Durchfiihrung eines Hypothesentests zur
Ablehnung der Nullhypothese fiihren wiirde, verliert diese
Eigenschaft, wenn der Einzeltest hinreichend oft
wiederholt wird.

Dies muss im Hypothesentest bei der Wahl des
angemessenen kritischen Wertes beriicksichtigt werden.
Der QLR-Test liefert fiir die betrachtete Sequenz von
F-Tests den korrekten kritischen Wert.

Dieser Wert hangt nicht nur von L ab, sondern auch von
dem als Anteil am gesamten Zeithorizont ausgedriickten

Beginn und Ende des fiir einen Strukturbruch in Frage
kommenden Zeitabschitts (779 und 717).
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Numerische Illustration 15.9

Der erste F-Test aus der Sequenz von F-Tests bezieht sich auf
das Jahr 2004, also auf die Periode (Beobachtung) t4 = 13
(, A" fiir ,Anfang").

In Beziehung gesetzt zur Gesamtzahl der Beobachtungen
(T = 18) ergibt sich der Anteil

o = ta/ T =13/23 =~ 0,57 .

Der letzte F-Test bezieht sich auf das Jahr 2008, also auf
te = 17 (,,E" fiir ,Ende").

Es ergibt sich

T = tE/T:17/23’Rﬁ0,74.
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(Forts.)

Diese Werte liefern

mi(1— )  0,74(1—057)

A= —
7'(0(1— 7'[1) 0,57 (1—0,74)

=2,18.

Frage: Warum gilt immer A > 17
Antwort:

In Tabelle T.5 kann abgelesen werden, in welchem Korridor der
kritische Wert liegt.
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(Forts.)

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangt man?
Antwort:
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Fiir die ldentifikation von Strukturbriichen stehen verschiedene
Verfahren zur Verfiigung:

o t-Test,

@ F-Test,

@ Prognostischer Chow-Test,
@ QLR-Test.

Alle diese Tests setzen auf dem Strukturbruchmodell auf.

572



Okonometrie
L 15. Annahme A3: Konstante Parameterwerte
L 15.3. Stetige Verdnderung von Parameterwerten

15.3 Stetige Veranderung von Parameterwerten

@ t ist hier eine Trendvariable. |hre Werte finden sich in
Tabelle 15.1.

@ Der wahre Zusammenhang laute:
yr = o+ Bxe +ur, (15.16)

wobei
,Bt =u+At. (15.17)
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@ Einsetzen von (15.17) in (15.16) ergibt:

Yt = 0C+(H+)lt)Xt+Ut
= 0(+]/lXt+/\(tXt)+Ut.

@ Die endogene Variable y; wird auf die exogene Variable x;
und die Interaktions-Variable tx; regressiert.

e Frage: Mit welchem Test kdnnte man iiberpiifen, ob eine
stetige Veranderung der Parameterwerte vorliegt?
Antwort:
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15.4 Exkurs: Qualitative exogene Variablen

Beispiel 3 zu Kapitel 15
Es wird das Lohn-Beispiel des Kapitels 13 aufgegriffen. Der
Lohn y; ist eine Funktion der Ausbildung x;+ und des Alters

X0t
Vi = &+ IBIX]-t -+ ’82X2t + U . (1518)

Einige Mitarbeiterinnen des Betriebes beklagen, dass sie beim
Lohn diskriminiert werden. Um dies zu tiberpriifen, muss fiir
jeden der zwanzig Mitarbeiter zusatzlich zu den Daten der
Tabelle 13.1 das Geschlecht ermittelt werden. Es zeigt sich,
dass die Mitarbeiter t = 1,4,7,9,11,16,17 und 19 Frauen sind.
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15.4.1 Einfiihrung einer Dummy-Variable

@ Die Variable Geschlecht ist nicht quantifizierbar. Sie ist
eine qualitative Variable.

@ Es kann eine Regression fiir Manner und eine separate
Regression fiir Frauen durchgefiihrt werden.

@ Beide Regressionen kdnnen wie beim Strukturbruch in
einem Dummy-Variablen-Modell zusammengefasst
werden.

@ Zu diesem Zweck wird die folgende Dummy-Variable
definiert:

D, = { 0 wenn Mitarbeiter t mannlich (15.19)

1 wenn Mitarbeiter t weiblich .
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15.4.2 Ein allgemeines Dummy-Variablen-Modell

@ Das zu (15.18) korrespondierende
Dummy-Variablen-Modell lautet:

Yt = &+ YDy + Bix1e +01Dex1e + Boxor + 02 Dexor + Uy
(15.20)

e Mianner Dy =0:
Ve = &+ Byxie + Boxor + U
@ Frauen D; =1:

Ye = &+ + Byxie +01x1e + Boxor + doxor + Ut
a+y+ (B +61)xe + (By + 02)x0¢ + uy

577



Okonometrie
[ 15. Annahme A3: Konstante Parameterwerte
[ 15.4. Exkurs: Qualitative exogene Variablen

e Frage: Wie sind die Parameter 7y, 61 und d7 zu
interpretieren?
Antwort:
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Numerische lllustration 15.10

Tabelle 15.6: Schatzergebnisse des Dummy-Variablen-Modells

(15.20).
Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 930,15 136,34 6,82 <0,001
Bildung 60,33 15,33 3,93 0,001
Alter 16,20 3,64 4,45 <0,001
Dummy 14251 211,67 0,67 0,612
Interakt.-D. (Bildung) -45,10 32,76 -1,38 0,190
Interakt.-D. (Alter) -7,67 6,21 -1,24 0,237
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(Forts.)

Frage: Ist die Diskriminierungsklage fiir 18-jahrige
Mitarbeiterinnen mit einjahriger Ausbildung berechtigt?
Antwort:
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(Forts.)

Frage: Erscheint die Diskriminierungsklage fiir die anderen
Mitarbeiterinnen berechtigt?
Antwort:
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(Forts.)

Fiihrt man fiir das Modell (15.20) einen F-Test der
Nullhypothese Hy : 61 = 62 = 0 durch, so wird diese auf
einem Signifikanzniveau von 1% verworfen.

Die Parameterwerte, welche die Diskriminierungsklage stiitzen
(61 und d7), sind demnach gemeinsam signifikant.

Frage: Was kann beziiglich der Signifikanz des
Parameterwerts festgestellt werden, der die

Diskriminierungsklage in Frage stellt?
Antwort:

582



Okonometrie
[ 15. Annahme A3: Konstante Parameterwerte
L 15.4. Exkurs: Qualitative exogene Variablen

Qualitative exogene Variablen kénnen mit Hilfe von einer oder
mehreren (nur notwendig bei mehr als zwei moglichen
Merkmalsauspragungen) Dummy-Variablen beriicksichtigt
werden.

Die Modellierung erfolgt ganz analog zum
Strukturbruchmodell.
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Kapitel 16

Annahme B1: Erwartungswert
der StorgroBe
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Die StorgroBe w; hat fiir alle Beobachtungen t einen
Erwartungswert von 0, das heiBt,

E(u)=0, firt=12,.,T.
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Beispiel 1 zu Kapitel 16

Ein Zulieferbetrieb der Automobilbranche stellt Kugellager her.
Die Produktionsanlage muss regelmiBig gewartet werden.

Tabelle 16.1: Fiir 6 verschiedene Versuchssituationen der Anteil
fehlerhafter Kugellager y; (in Promillpunkten) und die Anzahl der
Produktionsschichten x; zwischen zwei Wartungsschichten.

Yt

14

20
22

W N e+

Xt
12
16
20

S O et

Yt
20

28
26

Xt
24
28
32
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Frage: Wie sind die Zahlen der Beobachtung t = 4 zu
interpretieren?
Antwort:
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

16.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Die schlimmste Konsequenz ware eine Verzerrung in den
KQ-Schatzern.

@ Es wird im Folgenden tiberpriift, ob

E(B) # B oder E(R) #a (16.1)

oder beides.
@ In der Einfachregression gelten folgende Beziehungen:

EQ) = p+ =l _Sfx) E(u) (16.2)

E@) = a—x[E(B)~p| + T L Ew) (163)

=)
I
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

o Frage: Welche Erwartungswerte ergeben sich, wenn
Annahme B1 erfiillt ist?
Antwort:

@ Welche der Schitzer im Falle einer B1-Verletzung verzerrt
sind, hangt davon ab, ob

E(u) =A#0 (16.4)

oder ob
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

16.1.1 Konstanter Messfehler bei der Erfassung der endogenen Variable

Konsequenzen fiir E(uy)
@ Das wahre Modell sei
Vi = o+ Bxe + uy . (16.6)

o Es erfiille alle A-, B- und C-Annahmen.

@ Wenn nicht y; beobachtet wird, sondern y; = y; + A,
dann kann Gleichung (16.6) auch in der folgenden Form
geschrieben werden:

ye—A = a+Bxe+uf
= e = « + ﬁXt + ut (167)
wobei
up=uf +A . (16.8)
@ Modell (16.7) liegt der KQ-Schatzung zugrunde.
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Frage: Was bedeutet das Ergebnis (16.8) fiir die
Erfillung von Annahme B1 im Modell (16.7)7
Antwort:
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Numerische lllustration 16.1

Tabelle 16.2: Vergleich der Schitzergebnisse bei korrekt

gemessener endogener Variable (Werte der Tabelle 16.1) und bei
um 8 Promillpunkte zu hoch gemessener endogener Variable.

yi-Mess. Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
korrekt Konstante 8,781 3,595 2,443 0,071
Schichten 0,586 0,156 3,753 0,020
su hoch ~ Konstante 16,781 3,595 4,668 0,010
Schichten 0,586 0,156 3,753 0,020
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir & und B — eine grafische Betrachtung

o Frage: Welche Konsequenzen ergeben sich fiir die
KQ-Schitzer @ und B7
Antwort:
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

0 T T T T T T T

0 6 12 18 24 30 36 42
Abbildung 16.1: Konstanter Messfehler in Hohe von A = 8 bei der
Erfassung von y;.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir & und B — eine formale Betrachtung

@ Setzt man Gleichung (16.4) in Gleichung (16.2) ein, so
ergibt sich

E(B) =ﬁ+%xtx_?):ﬁ, (16.10)

wobei ausgenutzt wurde, dass

Z(Xt—i) = th—ZY:ZXt—TY
= Y x—T[(1/T)) x]=0.
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Setzt man die Gleichungen (16.4) und (16.10) in
Gleichung (16.3) ein, so ergibt sich

E@ = a—x[p—pl+(TA)
= a+A. (16.11)
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir Intervallschitzer und Hypothesentest

e Frage: Welche Konsequenzen ergeben sich fiir den
Intervallschatzer und fiir Hypothesentests, die auf den
Niveauparameter a bezogen sind.

Antwort:

e Damit fiir B Intervallschatzer und Hypothesentests

-~

Giiltigkeit besitzen, muss var(p) unverzerrt geschitzt
werden.
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Es ldsst sich zeigen, dass

var(B) = var(B') = 02/ S .

2

@ Es muss 0“ unverzerrt geschatzt werden.

e Die Aquivalenz von @} und U; besagt, dass S;

und S*-(= L U}?) identische Werte beS|tzen.

i (=

(16.12)

0Ty
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung
e Folglich gilt:
E(@?) = E[Sis/(T —2)] = E[S%,/(T —2)] . (16.13)

@ Da das korrekte Modell alle A-, B- und C-Annahmen
erfullt, gilt
E[SL/(T—2)] =0>. (16.14)
e Folglich ist das auf Basis des fehlerhaften Modells (16.7)
ermittelte G2 unverzerrt.

o Damit ist auch var(B) = 0°/Su ein unverzerrter
Schatzer.

@ Der Intervallschitzer bleibt folglich unverzerrt und
Hypothesentests sind aussagekraftig.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fL'irB in Modellen ohne Niveauparameter

Beispiel 2 zu Kapitel 16

Die Aktie des Automobilzulieferers wird auf Basis des Capital
Assect Pricing Modells (CAPM) untersucht. Es sei:

r+ die Rendite dieser Aktie in Periode t
r{" die tiber alle Aktien der Borse gemittelte Marktrendite

rtf die Rendite einer risikolosen Anlage.

600



Okonometrie
- 16. Annahme B1: Erwartungswert der StérgréBe

- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Der CAPM-Idee zufolge lautet das 6konometrische

Modell:
(rt—rf) :,B<rtm—rtf>—|—ut.

e Frage: Welche ckonomische Interpretation besitzt der
Ausdruck (rt — rtf) und welche der Ausdruck (r[" — rtf)?

Antwort:

e Frage: Was wiirde folglich B = 1 6konomisch aussagen?
Antwort:
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Definiert man

_ f
Yo = n—1n
xi = rm—rl

ergibt sich das 6konometrische Modell

Ve = Bxe + ur .

@ Abbildung 16.2 veranschaulicht, dass die Verletzung der
Annahme B1 diesmal auch auf die Schitzung des
Steigungsparameters B durchschlagt.

602



Okonometrie
L 16. Annahme B1: Erwartungswert der StérgroBe

L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Yt
12- R
[ )
10 L
° o a
81 o o ° .o o ¢ R
6 - e o .o @
4 o. ®e 00 o ° ¢}
o o © o ]
2' ~ o o)

Xt

2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abbildung 16.2: Konstanter Messfehler bei der Erfassung von y; in
einem Modell ohne Niveauparameter.
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

16.1.2 Konstanter Messfehler bei der Erfassung einer exogenen Variable

@ In Abbildung 16.3 ist ein Messfehler von ¢ =10
wiedergegeben.

e Frage: Warum fiihrt ein Messfehler von ¢ zu

E(ut) = —p¢?

Antwort:
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0 T T T T T T T
0 6 12 18 24 30 36 42

Abbildung 16.3: Konstanter Messfehler in der Erfassung von x;.
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Ein konstanter Messfehler in der endogenen oder in einer
exogenen Variable fiihrt in Modellen mit Niveauparameter « zu

@ einem verzerrten Punktschitzer &,
@ verzerrten Intervallschitzern und
© wertlosen Hypothesentests in Bezug auf «.

In Bezug auf die Steigungsparameter 8, ergeben sich jedoch
keine Probleme (Ausnahme: Modelle ohne Niveauparameter

).
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

16.1.3 Funktionale Modelltransformation

Beispiel 3 zu Kapitel 16

Die Kugellagerproduktion des Automobilzulieferers sei durch
die Produktionsfunktion

g = AkP . (16.15)

charakterisiert. Dabei bezeichne:
g den Pro-Kopf-Output
k die Kapitalintensitat (Kapital pro Arbeitseinheit) und

A und B seien konstante Parameter.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Das 6konometrische Modell kénnte beispielsweise
g = AkP v, (16.16)

lauten, wobei v; eine StérgroBe darstellt.

e Folglich erhdlt man
E(g:) = Ak E(w) .

@ Eine sinnvolle Interpretation der Produktionsfunktion
(16.15) erfordert, dass E(v;) =1, dass also

E(g:) = Ak} .
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Annahmen A2 und B1 sind demnach verletzt.

@ Logarithmieren vermeidet die A2-Verletzung. Es ergibt

sich:

Ingt =InA+BlInk: +Inv; .

@ Definiert man

In g;
InA

In kt

In V¢

so erhilt man

e =+ Bxe + u .

Yt

Xt

Ut

(16.17)

(16.18)
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir E (u;)

@ GemiB Jensens Ungleichung gilt:

Ellnve] < In[E(w)] .

e Da
Inv; = u, E(vy) =1 und

gilt
E(Ut) <0

und folglich
E(Ut) =A 7é 0.

@ Annahme Bl ist folglich verletzt.

(16.19)

In1=0,
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Eine Produktionsfunktion der Form

8t = Aktﬁ e
mit
E(Ut) =0
wiirde zu
Ing: = InA+BlInk: + u; .
fiihren.

@ Es ergibe sich also keine Verletzung der Annahme B1.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir & und p

@ Der Parameter A der Produktionsfunktion (16.15) kann
als technisches Niveau der Produktion interpretiert
werden.

@ Sein Schitzwert ergibt sich beim 6konometrischen Modell
(16.17) aus:

A=A e (16.20)
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[ 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

16.1.4 Gestutzte endogene Variable

Gibt es bei den Mitarbeitern einen linearen Zusammenhang
zwischen der Haufigkeit des Zuspatkommens (y;) und der
Lange des Arbeitsweges (x;)? Die Datenpunkte sind in
Abbildung 16.4 wiedergegeben.
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Yt

min

Xt

Abbildung 16.4: Die Datenpunkte fiir die Untersuchung des
Zusammenhangs zwischen Arbeitsweg und Unpiinktlichkeit.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir E (u; ) — eine grafische Veranschaulichung

@ Abbildung 16.5 zeigt fiir drei Personen die jeweilige
Wahrscheinlichkeitsverteilung der StorgroBe u;.

@ E(uy) ist der Erwartungswert der StérgroBe fiir eine in
der Stichprobe befindliche Person mit Anfahrtsweg x;.

@ E(uy) ergibt sich als Mittelwert der im nicht gepunkteten
Bereich liegenden StorgroBen.

@ Die Abbildung veranschaulicht, dass eine gestutzte

endogene Variable zu einer B1-Verletzung in der Variante
E(Ut) = /\t % 0 fiihrt.
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f(u)

Abbildung 16.5: Die Wirkung einer begrenzten endogenen Variable
auf den Erwartungswert der StogroBe. 616
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L 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir & und B Intervallschatzer und
Hypothesentests

e Da E(ut) = A¢+ # 0 und nicht E(u;) = A # 0, kann der
Niveauparameter die Verzerrung nicht mehr absorbieren.

Eine gestutze endogene Variable hat folgende Konsequenzen:

@ verzerrte Punktschatzer,
@ verzerrte Intervallschitzer und
© wertlose Hypothesentests.
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- 16.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Zensierte und gestutzte Daten

@ Wenn alle Personen mit y; < y™" von der Untersuchung
komplett ausgeschlossen werden, dann spricht man von
einem gestutzten Datensatz.

@ Wenn auch die Personen mit y; < y™" in der
Untersuchung beriicksichtigt werden, aber bei ihnen,
neben dem Wert der exogenen Variablen, lediglich
bekannt ist, dass y; < ymi”, dann spricht man von einem
zensierten Datensatz.
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L 16.2. Diagnose

16.2 Diagnose
16.2.1 Uberpriifung der Datenerhebung
@ Es ist zu iiberpriifen, ob Messfehler vorliegen kénnten
oder ob man es mit einem gestutzten oder zensierten
Datensatz zu tun hat.
@ Leichter zu priifen ist, ob eine Modelltransformation
vorgenommen wurde.
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L 16.2. Diagnose

16.2.2 Uberpriifung auf Basis der Daten

o Die Uberpriifung der Annahme B1 auf Basis der Daten ist
nur moglich, wenn die 6konomische Theorie ein Modell
ohne Niveauparameter bereitstellt (z.B. CAPM).

@ In diesem Fall kann man mit einem t-Test iiberpriifen, ob
« signifikant von 0 verschieden ist.

@ Ist die Theorie korrekt, dann signalisiert ein signifikantes
o eine Verzerrung.
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16.3 Anwendbare Schitzverfahren

e Falls E(ut)=A und man nur an den Steigungsparametern
interessiert ist, kann die KQ-Methode eingesetzt werden.

e Falls E(ut)=A¢, benstigt man andere Schitzverfahren.
@ Bei gestutzten Datensitze nimmt man Verfahren, die auf

der Idee der Maximum Likelihood Methode aufbauen
(nicht Gegenstand dieses Kurses).

@ Bei zensierten Daten kdnnte man auch das
Heckman-Schitzverfahren einsetzen (ebenfalls nicht
Gegenstand dieses Kurses).
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Kapitel 17

Annahme B2:
Homoskedastizitat
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Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen t eine konstante
Varianz, das heiBt,

var(uy) = s firt=12,..,T.

Die Hohe der durchschnittlichen Kaltmiete in einem
Stadtviertel werde durch die Entfernung zum Stadtzentrum
erkldrt. Die Daten sind in Tabelle 17.1 und die Punktwolke in

Abbildung 17.1 wiedergegeben.
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(Forts.)

Tabelle 17.1: Entfernung vom Stadtzentrum x; (in km) und
Nettokaltmiete y; (in Euro/m?) fiir 12 Stadtviertel.

t x¢ Yt t xt Yt

1 0,50 16,80 7 3,10 12,80
2 1,40 16,20 8 4,40 12,20
3 1,10 15,90 9 3,70 15,00
4 220 15,40 10 3,00 13,60
5 1,30 16,40 11 3,50 14,10
6 3,20 13,20 12 4,10 13,30
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Kaltmiete

17 1
16 A
15 1
14 -
13 1
12 -

11

Entfernung

0 30 4,5

1,5
Abbildung 17.1: D|e Datenpunkte des Mleten Beispiels.
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@ Die Streuung der StorgroBen scheint in den peripheren
Stadtvierteln groBer auszufallen als in den zentralen.

@ Die StorgroBe des 6konometrischen Modells ist dann
nicht homoskedastisch, sondern heteroskedastisch.

626



Okonometrie
- 17. Annahme B2: Homoskedastizitdt

- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

17.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Fiir das Mieten-Beispiel lautet das 6konometrische
Modell:
Y=+ Bxe + ue . (17.1)
o Abbildung 17.1 signalisiert, dass 02 # 0.
@ Exemplarisch wird der folgende Fall betrachtet:

02 =o?x? firt=12,..,12. (17.2)

e Frage: Was besagt Gleichung (17.2) beziiglich der
Streuung der StorgroBen?
Antwort:
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

17.1.1 Konsequenzen fiir die Punktschatzung

@ Da Annahme B1 erfiillt ist, gilt gemaB der Gleichungen
(16.2) und (16.3):

E(B) =B und E@) =u .

@ Die KQ-Schétzer des 6konometrischen Modells (17.1)
verlieren wegen der Heteroskedastizitat ihre
Effizienz-Eigenschaft.

e Um dies zu zeigen, wird das Modell (17.1) so
transformiert, dass Annahme B2 wieder erfiillt ist.
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Transformation des Modells

e Um die Giiltigkeit der Annahme B2 wiederherzustellen
wird (17.1) durch x; dividiert:

1
AN A (17.3)

@ Die Varianz der neuen StorgroBe uy/x; betragt

1\? 1
var (ﬂ> = (—> var (up) = —2(72xt2 =%, (17.4)

Xt Xt Xf
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L 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Ferner gilt:
U 1
E (—) =—E(u)=0 (17.5)
Xt

Xt

und U
— ~ UN(0,0?) . (17.6)

Xt

@ Es werden folgende Umbenennungen vorgenommen:

1 ug
* = —, = —, d * = — . 177
Yt Xz Zt Xz una  u; s ( )
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L 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Damit lautet das Modell:
yi = B+azf +uf . (17.8)

@ Alle A-, B- und C-Annahmen sind erfiillt.

@ Modell (17.8) ist eine Einfachregression mit dem
Niveauparameter B und dem Steigungsparameter a.
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[ 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

o Frage: Wie sind die Parameter & und B zu interpretieren?
Antwort:
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L 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

KQ-Schatzer des transformierten Modells
@ Es gelten fiir Modell (17.8) die fiir Niveau- und
Steigungsparameter iiblichen KQ-Schatzformeln:

o~k Sz*y*
5. (17.9)

= y" —a'z". (17.10)
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Numerische lllustration 17.1

Eine Transformation der Daten des Mieten-Beispiels liefert die
in Tabelle 17.2 aufgelisteten Daten. Eine KQ-Schitzung auf
Basis dieser Daten liefert die Ergebnisse in Tabelle 17.3.

Tabelle 17.2: Die transformierten Daten des Mieten-Beispiels.

t oz Yt t oz Yt

1 2,000 33,600 7 0,323 4,129
2 0,714 11,571 8 0227 2,773
3 0,909 14,455 9 0,270 4,054
4 0454 7,000 10 0,333 4,533
5 0,769 12,615 11 0,286 4,029
6 0313 4,125 12 0,244 3,244
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

(Forts.)

Tabelle 17.3: Vergleich der KQ-Schitzergebnisse des
Mieten-Beispiels bei Verwendung des transformierten Modells
(17.8) und des heteroskedastischen Modells (17.1).

Modell Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
(17.8) transf. Konst. 17,347 0,162 107,218 <0,001
transf. Entf. -1,048 0,121  -8,658 <0,001
(17.1) Konstante 17,393 0,527 32,995 <0,001
Entfernung -1,074 0,182 -5,906 <0,001
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Warum sind die KQ-Schatzer eines Modells mit
heteroskedastischer StorgroBe ineffizient?
@ Modell (17.8) erfiillt alle A-, B- und C-Annahmen.
e Frage: Warum ist dann der KQ-Schatzer des Modells
(17.1) ineffizient?
Antwort:
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- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Modell (17.8) minimiert ¥ (7¥)* = ¥ (¢ / x¢)°.

Modell (17.1) minimiert hingegen Y ui?.

Kleine x;-Werte generieren relativ zu groBen x;-Werten
~potenziell gréBere” Uy / xi-Werte.

Die " und B*—Werte werden so gewdhlt, dass sich
insbesondere fiir Beobachtungen mit kleinen x;-Werten
kleine Residuen u; ergeben.

Beobachtungen mit kleinen x;-Werten erhalten also eine

starkere Bedeutung als diejenigen mit groBen x;-Werten.

Frage: Warum ist dies vorteilhaft fiir die Qualitit der
Schatzung?
Antwort:
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17.1.2 Konsequenzen fiir Intervallschdtzung und Hypothesentest

@ Im Modell (17.1) wird die Varianz des KQ-Schétzers B
durch folgende Gleichung definiert:

var(B) = Sizz(xt _%202. (17.11)

e Nur fir 0’% = 02 ergibt sich

~ 0'2 _ 0'2 (7'2
Var(ﬁ) = 5—22(Xt —X)2 = S_ZSXX = S_ . (1712)

o Da 0? # 02, erfordert eine unverzerrte Schitzung von
var(B), dass der jeweilige Wert 02(= 0?x?) unverzerrt
geschatzt wird, was wiederum eine unverzerrte Schitzung

von o2 erfordert.
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e Da das transformierte Modell (17.8) alle A-, B- und
C-Annahmen erfiillt, ist

S.
~2 * ok
= i 17.13
M (17.13)
ein unverzerrter Schitzer fiir o2.
e Folglich ware
S.
~2 ~2 2 K7k 2
= = i 17.14
U =0 X T _o %t ( )

eine unverzerrte Schitzung fiir o2,

o Setzte man die gemiB (17.14) berechneten Werte & in
(17.11) ein, ergidbe sich eine unverzerrte Schatzung von

var(p).

639



Okonometrie
- 17. Annahme B2: Homoskedastizitdt

- 17.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Unter Missachtung der Heteroskedastizit4t wiirde man ¢
jedoch gemiB
2 Sw
o =
T-2
schatzen und in (17.12) einsetzen.

(17.15)

o Frage: Warum weist dann der Schitzer var(B) gleich
zwei Verzerrungsquellen auf?
Antwort:
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Die KQ-Schitzung eines 6konometrischen Modells mit
heteroskedastischer StorgroBe fiihrt zu

@ unverzerrten aber ineffizienten Punktschitzern,
@ verzerrten Intervallschitzern und
© wertlosen Hypothesentests.
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17.2 Diagnose
17.2.1 Grundidee der Tests auf Heteroskedastizitit

@ In (gedanklich) wiederholten Stichproben wiirde sich fiir
jede der T Beobachtungen eine eigene Sequenz von
StorgroBen ergeben.

@ Im Falle homoskedastischer StorgréBen ware die Streuung
innerhalb der StoérgroBensequenz bei allen T
Beobachtungen einheitlich 2.

@ Bei heteroskedastischen StoérgroBen, hitte jede

StorgroBensequenz ihre eigene Varianz o2.
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@ Diese Varianz ist der iiber alle wiederholten Stichproben

gebildete Durchschnitt der Terme [uy — E(u;)]* = u?.

@ Der Durchschnitt aus den in der StorgroBensequenz der
Beobachtung t aufgetretenen u? wire deshalb ein guter
Schatzer fiir o2.

@ Es steht aber nur die eine tatsichlich erfasste Stichprobe
zur Verfiigung.

° uf ware fur O'% ein sehr grober aber dennoch brauchbarer
Schatzer (analog u3 und 3 fiir 03 und 03).
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o Da u? unbekannt ist, muss man das jeweilige
Residuenquadrat U2 verwenden.

o Die U? liefern also Informationen iiber die Varianz der
StorgroBen einzelner Beobachtungen oder einer Gruppe
von Beobachtungen.

@ Erinnerung: Wenn Hy die Nichtverletzung der
betrachteten Annahme postuliert (hier:
~Homoskedastiztitit "), dann ist eine Ablehnung von Hy
ein starkes Signal fiir die Verletzung der Annahme, aber
eine Nichtablehnung von Hy ein recht schwaches Signal
fur die Erfillung der untersuchten Annahmen.
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17.2.2 Goldfeld-Quandt-Test

@ Dieser Test lisst sich immer dann anwenden, wenn die
StorgroBenvarianz in monotoner Weise positiv oder
negativ von der Hohe einer einzelnen exogenen Variable

abhangt.
1. Schritt: Neusortierung und Partition der Beobachtungen
@ Es muss die exogene Variable xi; identifiziert werden,
welche fiir die Heteroskedastizitidt verantwortlich ist.

@ Die Beobachtungen werden entsprechend der Hohe der
Xit-Werte neu sortiert.

@ AnschlieBend werden die Beobachtungen in zwei Gruppen
unterteilt.
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Numerische lllustration 17.2
Die Stadtviertel werden in zwei Gruppen unterteilt.

Es bietet sich an, eine Gruppe / aus den fiinf zentralen
Stadtvierteln (T; = 5) und eine Gruppe I/l aus den sieben
peripheren Stadtvierteln zu bilden (T, = 7).
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(Forts.)

Tabelle 17.4: Entfernung vom Stadtzentrum x; (in km) und
Nettokaltmiete y; (in Euro/m?) fiir zentrale (t = 1,2,...,5) und
periphere (t = 6,7,...,12) Stadtviertel.

Gruppe | Gruppe |
t x; Yt t xt Yt
1 050 16,80 6 3,00 13,60
2 1,10 15,90 7 3,10 12,80
3 1,30 16,40 8 320 1320
4 1,40 16,20 9 350 14,10
5 2,20 15,40 10 3,70 15,00

11 4,10 13,30
12 4,40 12,20
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2. Schritt: Formulierung der Null- und Alternativhypothese
@ Wenn man vermutet, dass 0'%, > (7%, dann wird die
Nullhypothese Hy : 0’%, < 0’% getestet.
@ Die Alternativhypothese lautet H; : (T?, > (T?.

Numerische lllustration 17.3

Im Mieten-Beispiel ist von O’f, > (T% auszugehen Die zu
testende Nullhypothese lautet deshalb: Hj : 0'” < (7,

3. Schritt: Separate Schatzungen

o Fiir jede der beiden Gruppen wird eine separate
KQ-Schatzung vorgenommen und die jeweilige Summe
der Residuenquadrate Sa’ﬁ und Sa”ﬁ berechnet.
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Numerische lllustration 17.4
Eine separate Schitzung fiir die beiden Gruppen liefert die in

Tabelle 17.5 aufgelisteten Ergebnisse. Die entsprechenden
Summen der Residuenquadrate lauten 5& = 0,246 und

u

I _
Sl =

4,660.

Tabelle 17.5: Ubersicht der Ergebnisse bei getrennter Schitzung.

Modell  Variable  Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
/ Konstante 17,128 0,330 51,972 <0,001
t=1,...5 Entfernung -0,760 0,234 -3,253 0,047
[} Konstante 14,841 2,691 5,615 0,003
t=6,...,12 Entfernung -0,387 0,747 -0,519 0,626
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4. Schritt: Berechnung des F-Wertes und Testentscheidung

o Bei Giiltigkeit der Nullhypothese (im Sinne von 0% =¢?)
wdren
5/ 5”
~2 s ~D PN
= —t d L —
M > Bl |
(17.16)

unverzerrte Schitzer fiir (7% und (7;2,.
e Goldfeld und Quandt (1965) haben gezeigt, dass dann

F="21 (17.17)

einer (1, k.1,7,-k-1)- Verteilung folgt.
e Wenn F > F,, dann wird die Nullhypothese zu Gunsten
der Alternativhypothese (Heteroskedastizitat) verworfen.
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Numerische lllustration 17.5
Aus den bisherigen Ergebnissen erhdlt man

> 0,246 _, 4,666
o7 = —5— = 0,082 und o = —5— =0933.

Einsetzen dieser Schatzwerte in Formel (17.17) liefert den

F-Wert: 0.933
F=—"—"—=11 )
0,082 378

Frage: Zu welcher Testentscheidung gelangt man?
Antwort:
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@ Der Goldfeld-Quandt-Test kann auch dann angewendet
werden, wenn die Heteroskedastizitdt durch eine
beobachtbare externe Variable w; ausgelost wird, also
einer Variable, die nicht Teil des 6konometrischen Modells
ist.

@ Bei hinreichend groBem Stichprobenumfang kdnnen im
Goldfeld-Quandt-Test einige mittlere Beobachtungen
weggelassen werden (maximal ein Drittel).
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17.2.3 Breusch-Pagan-Test

@ Sind mehrere Variablen in linearer Form fiir die
Heteroskedastizitdt verantwortlich und sind diese
Variablen bekannt, dann kann der Breusch-Pagan- Test
eingesetzt werden.

o Er priift, ob sich zwischen @2 — also den Schatzern fiir o2
— und den verwendeten exogenen Variablen ein
systematischer Zusammenhang feststellen ldsst.

@ Exemplarisch wird folgende Zweifachregression betrachtet:

Yt = & + 181X]_t —+ 132X2t =+ ug . (1718)
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@ Der Test vollzieht sich in fiinf Schritten:

1. Die Nullhypothese besagt, dass die StoérgréBen
homoskedastisch sind.

2. Man schitzt Gleichung (17.18) und errechnet die
Residuen u;.
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3.

Man bildet die lineare , Hilfsregression *:
U7 = g + 11X + Toxee + Ve (17.19)

wobei v; eine neue StoérgroBe darstellt.

Gleichung (17.19) kann immer dann eingesetzt werden,
wenn die StorgroBenvarianz o2 eine Funktion der rechten

Seite der Gleichung (17.19) ist, z.B. auch im Falle von
‘7% = /Yo T 71Xt T YoX0t-

Wiren auch externe Variablen fiir die Heteroskedastizitit
verantwortlich, so miissten auch diese in die

Hilfsregression (17.19) in linearer Form aufgenommen
werden.

655



Okonometrie
- 17. Annahme B2: Homoskedastizitdt
L 17.2. Diagnose

4. Das R? der KQ-Schatzung der Hilfsregression (17.19)
wird errechnet.
Frage: Welcher Wert R? miisste sich bei Giiltigkeit der
Nullhypothese (Homoskedastizitit) ergeben?
Antwort:

5. Bei Giiltigkeit der Nullhypothese folgt R? T einer
X%V)—Verteilung. Dabei bezeichnet v die Zahl der

Steigungsparameter der Hilfsregression (17.19).
Fillt R?T groBer aus als der kritische Wert der
X%V)-Verteilung, wird die Nullhypothese

(Homoskedastizitit) abgelehnt.
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@ R?T folgt nur bei groBem Stichprobenumfang T einer
)(%V)-Verteilung.

@ Bei kleinen Stichprobenumfiangen ersetzen Praktiker
deshalb Schritt 5 durch einen F-Test der Nullhypothese
Ho: y; =, =0.

@ Der Breusch-Pagan-Test ist aber auch bei groBem
Stichprobenumfang nur dann ein verlasslicher Indikator,
wenn in der Hilfsregression genau die richtigen Variablen
enthalten sind.
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17.2.4 White-Test

@ Wenn die Heteroskedastizitdt von keinen externen
Variablen ausgel6st wird, aber gleichzeitig die genaue

Form der Heteroskedastizitit unklar ist, dann bietet sich
der White-Test an.

@ Er vollzieht sich in genau den gleichen fiinf Schritten wie
der Breusch-Pagan-Test.

@ Er verwendet aber in Schritt 4 nicht Gleichung (17.19),
sondern

Uf = 7o+ 71X1e + VX0t + VX Ve T YsXieX0e + Ve

(17.20)
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@ Auch die Zuverlissigkeit des White-Tests ist bei kleinem
Stichprobenumfang eingeschrankt.

@ In einem solchen Fall kann man Schritt 5 durch einen
F-Test der Nullhypothese Hyp: y{ =Y, =...=795=0
ersetzen.

e Frage: Warum bereitet der White-Test bei Modellen mit
vielen exogenen Variablen Probleme?

Antwort:

@ Der groBe Vorteil des White-Tests gegeniiber dem
Breusch-Pagan-Test besteht darin, dass er sehr allgemeine
Heteroskedastizitdtsformen zul&sst.
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Wenn keine externen Variablen fiir die Heteroskedastizitit
verantwortlich sind, kann der White-Test verwendet werden.

Falls die Heteroskedastizitdt von einer einzigen uns bekannten
(mdglicherweise auch externen) Variable ausgeldst wird, kann
der Goldfeld-Quandt-Test eingesetzt werden.

Falls mehrere uns bekannte (méglicherweise auch externe)
Variablen in linearer Form fiir die Heteroskedastizitat
verantwortlich sind, kann der Breusch-Pagan-Test verwendet
werden.
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17.3 Anwendbare Schatzverfahren
@ Im Mieten-Beispiel wurde das heteroskedastische Modell
Ve = &+ Bx; + uz

in ein homoskedastisches Modell transformiert und fiir
dieses die KQ-Schitzer ermittelt.

@ Dieses Schatzverfahren hat in der Literatur einen eigenen

Namen: VKQ-Schitzung (V steht fiir ,,verallgemeinerte ™).

@ Es werden noch weitere Schitzverfahren betrachtet.
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17.3.1 VKQ-Methode

o Als VKQ-Schitzung bezeichnet man die KQ-Schitzung
eines transformierten Modells, welches samtliche A-, B-
und C-Annahmen erfiillt.

@ Die erforderliche Transformation des urspriinglichen
Modells hdngt vom Typ der Heteroskedastizitit ab.
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;

Fall 1: 02 = 02x?
@ Dieser Fall wurde bereits analysiert.
@ Es ergaben sich die KQ-Schatzer

ACII (17.21)
Sx*x*
B = yr—avkex (17.22)

wobei y; und z gemaB der Definitionen (17.7) gegeben
waren.
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Fall 2: (7% = 0?x;

@ In diesem Fall ist das Ausgangsmodell durch /x; zu
dividieren:

Yt
Aoy Ay

@ Definiert man

\/_ \/_
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@ Die entsprechenden Schitzer lauten

!/ !/
S)L*X* Sé*y* - SZ*X* SX*y*

e = - (17.25)
SZ*Z*SX*X* - (SZ*X*)

P = o g 52 1)
Z¥ 7% X x* T ( z*x*)

wobei

17.27
17.28
17.29
17.30
17.31

b = 3(Z)
e = 3, 0¢)°
e = ) ZX
Sé*y* Zz;kyt*
S)'(*y* Zx:yf

e N N e
— — ~— ~—~ —
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@ Setzt man die Definitionen (17.27) bis (17.31) in die
Schéatzformeln (17.25) und (17.26) ein, so ergeben sich
nach ein paar Umformungen die folgenden Schatzformeln:

. Y (e —X)

K - S 17.32
o Y1 (x—%) (17.32)
vk Lx(e—Y)

B = 2% %) (17.33)
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@ Die neue StorgroBe ist homoskedastisch, denn

:X—tvar(ut)zx—t: xt =0

var(ul) = var [ —
(62) (\/x_

(17.34)
@ Auch diese VKQ-Schitzung ist unverzerrt und effizient.

o Falls (7% = 02w, und w; eine externe Variable darstellt,
dividiert man das Ausgangsmodell durch \/w; und falls
0?2 = o?w?, dividiert man es durch w;.

U ) 1 (7'% (72Xt 2
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17.3.2 GVKQ-Methode

Fall 3: Partitionierbarer Datensatz

@ Abbildung 17.1 wédre auch mit folgendem Fall kompatibel:

o? = o7, fir t=1,..5, (17.35)
o = o3, fir t=6,.,12. (17.36)

@ Man hat es dann mit zwei separaten 6konometrischen
Modellen zu tun:

Gruppe I: yt = a+ Bx +ue, furt =1,....,5, (17.37)
Gruppe llI: y; = a+ Bxt + u, fiir t =6,...,12. (17.38)

@ Beide Modelle erfiillen alle A-, B- und C-Annahmen.
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Transformiertes Modell
@ Modell (17.37) wird durch ¢; und Modell (17.38) durch

oy geteilt:
1
Lo s 4B frt=1,..5 (17.39)
(] gy oy gy
1
Yoo a4 B Y it =612 (17.40)
an an an - oy

@ Die StorgroBenvarianzen dieser zwei Modelle lauten:

u¢ 1 1

var | — | = —var(u) = —2(7% =1
gy O’I 0’,
Ut 1 1

var <—) = —var(u) = —2(7%, = 1.
T T Ty
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@ Die Modelle (17.39) und (17.40) lassen sich
zusammenfassen zu

vy = wazf + Bx; + uf fuir t=1,.,12,

wobei fiir t = 1,...,5,
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Schatzung des transformierten Modells

® Zunichst wird aus Modell (17.37) die Varianz ¢ und aus
Modell (17.38) die Varianz ¢ mit der iiblichen Formel

0% = S/ (T—K—1)

geschatzt.

e Mit Hilfe der Schitzwerte &7 und 6% werden aus (17.42)
und (17.43) die Werte von y;, z{ und x{ berechnet.

@ Daraufhin kann eine KQ-Schitzung des transformierten
Modells (17.41) erfolgen.

@ Diese VKQ-Schatzung mit vorgelagerten 32—Schétzungen
nennt man GVKQ-Schitzung (G steht fiir ,,Geschitzte ).
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o Die gem&B (17.42) und (17.43) ermittelten Werte werden
in die VKQ-Schitzformeln (17.25) und (17.26) eingesetzt,
um die GVKQ-Schitzwerte zu erhalten.

Numerische lllustration 17.6

Die Schatzergebnisse fiir die getrennten Schatzungen der
zentralen und peripheren Stadtviertel waren in Tabelle 17.5
wiedergegeben. Aus 553 = 0,246 bzw. S#ﬁ = 4,666 folgt:

07 =0,246/3 =0,082 und 05 = 4,666/5 = 0,933 .

Damit lassen sich die Werte von y;, zf und x; des Modells
(17.41) berechnen.
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(Forts.)

Eine KQ-Schitzung des Modells auf Basis der
Datentransformationen (17.42) und (17.43) und der
VKQ-Schitzformeln (17.25) und (17.26) liefert die Ergebnisse
der Tabelle 17.6.

Tabelle 17.6: Schatzergebnisse des Mieten-Beispiels bei
Partitionierung des Datensatzes in zwei Gruppen.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
transf. Konstante 17,416 0,243 72,002 <0,001
transf. Entfernung -1,014 0,135 -7,489 <0,001
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Schatzeigenschaften der GVKQ-Schatzer

o Die GVKQ-Schitzer sind unverzerrt und ihre
Schiatzvarianz ist geringer als diejenige der
entsprechenden KQ-Schitzer.

@ Es kann nicht davon ausgegangen werden, dass sie
effizient sind.

o Die GVKQ-Schitzer sind aber asymptotisch effizient.
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17.3.3 KQ-Methode mit Whites HK-Schatzer

@ Ist die Heteroskedastizititsform bekannt, dann kann die
VKQ-Methode bzw. GVKQ-Methode eingesetzt werden.

@ Wenn die Heteroskedastizititsform unbekannt ist, muss
ein anderer Weg verfolgt werden.

@ Die KQ-Schitzung des heteroskedastischen
Ausgangsmodells ist zwar unverzerrt, aber (in geringem
Umfang) ineffizient.

~

o Ferner werden sd(®) und sd(B) verzerrt geschitzt.

@ Man koénnte deshalb an der KQ-Schatzung des
urspriinglichen Modells festhalten, aber fiir die Schitzung

von sd(@) und sd(p) modifizierte Formeln einsetzen.
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@ Bei groBem Stichprobenumfang T liefert dieses Vorgehen
verlassliche Schitzwerte.

@ Aus Gleichung (17.11) ist bekannt, dass:

var(B) = §12_ Y (x —x)202. (17.11)

XX

o Verwendet man fiir die Schitzung von var(B) jeweils 12
als Schitzer fiir 02, dann wird (17.11) zu Whites
heteroskedastizitéts-konsistenten (HK) Schiatzer:

s 1 2~
var(ﬁ)HK =< Z (xe — x)2 u? (17.44)
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o Auf Basis dieses HK-Schitzers berechnet man

Sd(B)< = \Jzar(B)HK

@ Man kann den KQ—Sch'aitzerB in Verbund mit dem
HK-Schitzer var(B)MK selbst dann einsetzen, wenn
unklar ist, ob heteroskedastische StérgréBen vorliegen.

@ Wenn externe Variablen fiir die Heteroskedastizitat
verantwortlich sind, kann der HK-Schitzer nicht
verwendet werden.

@ Der HK-Schitzer wird oftmals auch als robuster Schatzer
bezeichnet.
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Numerische lllustration 17.7

Im Mieten-Beispiel erhilt man Sy, = 18,223 und
Y (xe — x)* 02 = 5,239.

Einsetzen in den HK-Schiatzer (17.44) liefert

var(B)HK 5,239 = 0,016 .

~ 182232

Als geschitzte Standardabweichung ergibt sich folglich
sd(B)MK = /0,016 = 0,126 .

In Tabelle 17.3 wurde hingegen 521(3) = 0,182 ausgewiesen.
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Wenn die Form der Heteroskedastizitat bekannt ist, kdnnen je
nach Heteroskedastizititsform eine VKQ- oder eine
GVKQ-Schitzung eingesetzt werden.

Wenn keine externen Variablen fiir die Heteroskedastiztitit
verantwortlich sind, kann Whites HK-Schitzer verwendet
werden. Kenntnis von der Heteroskedastizitdtsform ist dann
nicht erforderlich.
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Kapitel 18

Annahme B3: Freiheit von
Autokorrelation
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Die StorgroBe ist nicht autokorreliert, das heiBt,
cov(ug,us) =0,

fiir alle t #= s sowie t = 1,2,...,T und s =1.2,.., T.

Es soll eine Preisabsatzfunktion fiir den Marktfiihrer von
Trinkwasserfiltern ermittelt werden. Die Daten sind in Tabelle
18.1 und Abbildung 18.1 wiedergegeben.
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Beispiel (Forts.)

Tabelle 18.1: Monatliche Absatzmenge y; (in 1000 Stiick) und
Verkaufspreis x; (in Euro) fiir die vergangenen 24 Monate.

t X Yt t X Yt

1 24,2 1990 13 32,2 1700
2 255 1630 14 32,4 1450
3 268 1570 15 33,2 1480

10 28,4 1270 22 28,3 1660
11 29,8 1250 23 27,5 1500
12 31,3 1500 24 26,8 1810
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Absatz
2500

2000 -

1500 4

1000-

0k ' ' - - — Preis
0 24 26 28 30 32 34

Abbildung 18.1: Die Datenpunkte des Filter-Beispiels.
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@ Die Preisabsatzfunktion wird durch das folgende
okonometrische Modell beschrieben:

yt:lX—f—ﬁXt—’—Ut . (181)

Numerische lllustration 18.1

Tabelle 18.2: Schatzergebnisse einer KQ-Schitzung des Modells
(18.1) des Filter-Beispiels.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 4413,33 534,39 8,259 <0,001
Preis -94,42 18,36 -5,144 <0,001
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@ Abbildung 18.1 zeigt auch die KQ-Regressionsgerade R.

e Frage: Warum deutet Abbildung 18.1 auf autokorrelierte
StorgroBen?
Antwort:
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- 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

18.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Die StorgroBe folge einem autoregressiven Prozess erster
Ordnung:
Ut = pur—1 + e . (182)

@ p bezeichnet dabei eine Konstante mit
—-1<p<l1 (18.3)

@ ¢; ist eine StorgroBe, welche die Annahmen B1 bis B4
erfiillt:
er ~ UN(0,02) .

e Ein AR(2)-Prozess hitte die Form:

Uy = pqle—1 + Polr—2 + et . (184)
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung
;

18.1.1 Erwartungswert von u;

e Da

U = pur—1+ €
plour—2 +er—1) + e
0%ur—o +per—1 + e

= ipfetj , (18.5)

ist die StorgroBe vy die gewichtete Summe aus e; und
allen vergangenen StorgroBen e;_; des AR(1)-Prozesses.
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[ 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Folglich gilt

E(u) = E( iﬂet_j)

j=0
= ZPJE =)
j=0

— 0. (18.6)
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- 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

18.1.2 Varianz von u;
@ Die Varianz von u; lasst sich folgendermaBen schreiben:

=0

var(uy) = E[[Ut — mﬂ =E [“ﬂ :E“ gpjet—jf]

= E(ef+p*el 1 +p"el o+..+2perer—1+2p%erer_o+...)
= E(ef) +p°E(ef_1) +p*E(ef2) + ...

+20E(erer—1) + 2p2E(etet_2) + ...
= 2+ %02+ o2+ .. +20-0+20%-0+ ...

=02y p¥. (18.7)
j=0
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Da

erhilt man aus Gleichung (18.7):

o; 2
var(ut) = ]_——p2 > O¢ . (188)
o Die Varianz von u; sei wie gewohnt durch ¢ symbolisiert,
also
o2

e 2

var(ut) = 1——p2
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

18.1.3 Kovarianz von vy und us—1

e Die Kovarianz ergibt sich aus _, -0

—~ ——
cov(ug,up—1) = E[[ut — E(ut)] [ut_l — E(ui—1) ]]
= E [UtUt_]_]
= E[(our-1+ er) ue—1]
= pE (U%_l) + E(etut_l) .
e Frage: Warum gilt E(e;u;—1) = 07?
e Antwort:
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Da E(etus—1) = 0 und
E(u_y) = E(u?) = var(u) = 02/ (1 - p?) = 02,
gilt
cov(ug,up_1) = po? . (18.9)

@ Ferner kann gezeigt werden, dass
cov(us,ur—z) = p 0> #0. (18.10)

@ Man beachte, dass

cov(ugp—1)  po?

sd(u)sd(ur) oo P

cor(ug,up—1) =
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- 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

18.1.4 Konsequenzen fiir die Punktschatzung

@ Setzt man Gleichung (18.2), uy = pur—1 + e, in
Beziehung (18.1), y+ = a + Bx¢ + ut, ein, so erhdlt man

Y = [X—|—13Xt+put7]_ + é;. (1811)
@ Da Beziehung (18.1) fiir alle Perioden t gilt, wissen wir,
dass
Yi-1 =&+ Pxe—1+ U1
und damit

U1 = yt—1 — & — ,BXt—l .
@ Setzt man diesen Term in Gleichung (18.11) ein, so ergibt
sich

Ve =&+ Bxt +pyr—1 — px — pPxt—1 + e .
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Umstellen liefert
Ve —pye—1 = (1—p)a+ B (xt —pxe—1) + e . (18.12)

@ Definiert man

Vi = Yt —PYe-1 (18.13a)
= 1-p (18.13b)
X; = Xt — PXe—1 (18.13¢)

und
u:‘ =&, (18.14)

dann wird Gleichung (18.12) zu
vy = azf + Bx; + uf . (18.15)
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Frage: Welche Schlussfolgerung kdénnte man daraus
beziiglich der Effizienz der KQ-Schatzung des Modells
(18.1) ziehen?

Antwort:
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:

L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

18.1.5 Konsequenzen fiir Intervallschidtzung und Hypothesentest

@ Die Varianz des KQ-Schitzers zu Modell (18.1) lautet:

Y 5 (e — %) (xe 11 — X)

2
(%
1+p S

var(E) = 5

PV —57) (a2 =%) L (4516)

4 —Y;EXXTJ)] |

e Fiir p=0 wiirde der Klammerausdruck zu 1 und man

erhielte )
~ o
var(p) = <

XX

(18.17)
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~

Eine unverzerrte Schitzung von var(B) erfordert, dass
(18.16) benutzt wird, wobei 0® durch eine unverzerrte
Schitzung G2 zu ersetzen ist.
Da Modell (18.15) alle A-, B- und C-Annahmen erfiillt
und uf = ey, ist der Schatzer

52 = (18.18)

unverzerrt.

Einsetzen dieses Wertes in (18.8) wiirde eine unverzerrte
Schatzung von o2 liefern.

Diesen Schitzwert kénnte man in (18.16) einsetzen und
bekdme eine unverzerrte Schitzung fiir var(p).
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- 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Unter Missachtung der Autokorrelation wiirde man
hingegen
o Sua
g =
T-2
benutzen und in Formel (18.17) einsetzen.

(18.19)

@ Es kann gezeigt werden, dass der Erwartungswert fiir
Formel (18.19) folgendermaBen lautet:

5 0.2 T-1
E(0) = 7 | T~ [2/(1-0)] ~ 2 (zlvt—x)(xtﬂ—?)/sxx)]

(18.20)
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- 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Frage: Was folgt aus (18.20) in Bezug auf die Schitzung
von 027 Vergleichen Sie p = 0 mit p # 0.
Antwort:

@ In der Schitzung von var(B) ergibt sich fiir p # 0 eine
doppelte Verzerrung, denn ¢ wiird mit (18.19) statt mit

(18.18) geschitzt werden und var(B) mit (18.17) statt
mit (18.16).
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L 18.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Die KQ-Schitzung eines 6konometrischen Modells mit
autokorrelierter StorgroBe fiihrt zu

@ unverzerrten aber ineffizienten Punktschitzern,
@ verzerrten Intervallschitzern und
© wertlosen Hypothesentests.
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18.2 Diagnose

Numerische Illustration 18.2

Tabelle 18.3: Residuen aus einer KQ-Schitzung des Modells
(18.1).

t Ut t Ut t Ut t Ut

1 -138,47 7 270,36 13 326,85 19 -188,12
2 -375,73 8 450,92 14 9573 20 24,11

6 340,41 12 41,88 18 -236,50 24 -73,00

@ Die Residuen kdnnen als Grundlage fiir die Uberpriifung
der Autokorrelationsvermutung dienen.
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18.2.1 Grafische Analyse

@ Abbildung 18.1 war eine mdgliche Analysemethode.

@ Man kann auch die Residuenpaare (;—1,0;) der
KQ-Schatzung des urspriinglichen Modells (18.1)
auswerten.
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Numerische lllustration 18.3

Tabelle 18.4: Residuenpaare (ﬁt_l; E/t) aus einer KQ-Schitzung des
Modells (18.1).

t (Up_1;Uy) t (Up—1;Ur)

1 nicht bekannt 13 (41,88 ; 326,85)
2 (-138,47 ; -375,73) 14 (326,85 ; 95,73)
12 (-349,75 ; 41,88) 24 (-316,90 ; -73,00)

@ Abbildung 18.2 stellt die 23 verfiigbaren Residuenpaare
(ur—1;ut) als Punktwolke grafisch dar.
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Abbildung 18.2: Grafische Analyse der Residuenpaare (fi¢_1; ii;).
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18.2.2 Schatzer fiir p
e Folgende Gleichung wird mit der KQ-Methode geschitzt:

= pUr-1+e; . (18.21)

T ~ ~ R
ﬁ_ Yo U1t - Sﬁt_lut
Zt 2Ut 1 Sﬁt—lﬁt—l

(18.22)

e Frage: Warum beginnt die Summenbildung bei t = 2
statt t = 17
Antwort:
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e Fiir groBe Stichproben besitzt der Schatzer (18.22) gute
statistische Eigenschaften.

Numerische lllustration 18.4

Aus den berechneten Residuen des Filter-Beispiels (Tabelle
18.3) ergeben sich fiir die KQ-Schitzung des Modells (18.21)

die folgenden Resultate:

Tabelle 18.5: Schatzergebnisse einer KQ-Schatzung des Modells
(18.21).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
[y 0,446 0,190 2,35 0,028
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(Forts.)
Der sd(p)-Wert ergab sich aus

sd(p) = e (18.23)
Sﬁt—lﬁt—l , .

wobei T+ die geschitzte Varianz der StérgroBe e; des Modells
(18.21) ist.
Der t-Wert fiir Hy : p = 0 ergab sich wie gewohnt aus
o p—0 0,446
sd(p) 0,190

=235.
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(Forts.)

Frage: Wie lautet der kritische Wert tp 025 und zu welcher
Testentscheidung gelangen wir?
Antwort:
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@ Es mussten in der KQ-Schitzung und im t-Test Residuen
Uy statt tatsichlich beobachtete StorgroBen vy verwendet
werden.

e Wooldridge (1991) zeigt, dass bei hinreichend groBem
Stichprobenumfang der t-Test dennoch eingesetzt werden
kann.

o Fiir kleine Stichproben sollte aber ein anderes Verfahren
angewendet werden.
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18.2.3 Durbin-Watson-Test

o Es wird vermutet, dass in Gleichung (18.2) der Fall p > 0
vorliegt.

Schritt 1: Formulierung der Nullhypothese

@ Die Nullhypothese formuliert das Gegenteil der
Anfangsvermutung:

Ho:p<0. (18.24)
@ Die Alternativhypothese lautet
Hi:p>0. (18.25)

e Das Signifikanzniveau a wird festgelegt.
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Schritt 2: Berechnung des Durbin-Watson-Wertes d

d= Li 2(“t_“f 1) (18.26)
Zt lut

Numerische lllustration 18.5
Im Filter-Beispiel wird Hy : p < 0 getestet.

Die Residuen der KQ-Schiatzung des urspriinglichen Modells

(18.1) liefern
1.836.165

= o2 1,096 .
1675152 0%
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@ Zusammenhang zwischen d und p:

Y=o U? + Yo U§71 —2) ;o Ur 1l

Y U
_ Zt 2/‘1§+2t 2Ut 1 22[23121?1827)
Y U Y U Yl
~ 1+1-2p (18.28)
2(1-7) . (18.29)

e Frage: Welche d-Werte ergeben sich fir p = —1, p =0
und p = 17
Antwort:
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L 18.2. Diagnose

Numerische lllustration 18.6
Aus p=0,446 und Gleichung (18.29) erhilt man einen Wert

von

d = 1+1—2-0446
1,108 .

Gleichung (18.26) bzw. (18.27) liefert hingegen einen Wert von

d = 0,989+ 0,997 —2-0,445
= 1,09 .
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Schritt 3: Ermittlung des kritischen Wertes
o Je dichter der d-Wert bei 0 liegt (p dicht bei 1), umso
unplausibler wird die Nullhypothese Hy : p < 0.
@ Das Prinzip ist in Abbildung 18.3 veranschaulicht.

@ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von d muss mit
okonometrischer Software berechnet werden.

@ Diese liefert auch den kritischen Wert d,.
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F(d)

Q et :
0 ddoos 2 4

Abbildung 18.3: Eine mogliche Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zufallsvariable d.
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Schritt 4: Testentscheidung

@ Wenn d < d,, dann wird Hp : p < 0 abgelehnt und
Hy : p > 0 akzeptiert.

Durbin-Watson-Test auf Basis des p-Wertes

o Okonometrische Software liefert auch den p-Wert zum
berechneten d-Wert.

@ Wenn p < a, dann wird Hp : p < 0 abgelehnt und
Hy : p > 0 akzeptiert.
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Numerische lllustration 18.7

Im Filter-Beispiel erhilt man zum d-Wert von 1,096 einen
p-Wert von 0,4%.

Folglich gilt p < a und die Nullhypothese (keine positive
Autokorrelation) wird abgelehnt.

Die St6rgroBen folgen anscheinend einem AR(1)-Prozess und
somit ist Annahme B3 verletzt.
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18.2.4 Durbin-Watson-Test fiir negative Autokorrelation

@ Die Vermutung lautet, dass p < 0.

e Frage: Wie lautet die Nullhypothese und welche d-Werte
sprechen gegen diese?
Antwort:

e Frage: Wann wird die Nullhypothese verworfen?
Antwort:
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18.2.5 Nachteile des Durbin-Watson-Tests

@ Der Test ist nicht zuldssig, wenn y; durch eigene
Vergangenheitswerte (y:—1,yt—2,...) erklart wird.

@ Der Test ist nur zum Testen eines AR(1)-Prozesses
einsetzbar.

o Falls keine Software vorhanden ist, die f(d) berechnen
kann, kénnen sich Situationen ergeben, in denen keine
Testentscheidung getroffen werden kann.
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Oftmals gibt schon die grafische Betrachtung der Punktwolke
oder der Residuen einen Hinweis darauf, ob Autokorrelation
vorliegt.

Ferner kann auf Basis der Residuen eine Schitzung des
Parameters p vorgenommen werden (erfordert aber
hinreichenden Stichprobenumfang).

Der Durbin-Watson-Test ist auch bei kleineren
Stichprobenumfiangen aussagekraftig.
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18.3 Anwendbare Schitzverfahren

@ Das skonometrische Modell lautete:

Ve = &+ Bx¢ + ue
wobei ur = pur_1 + ;.
@ Dieses Modell wurde in die Form
Yi =zia+x B+ up
transformiert, wobei

Vi =Yt — pye-1

*
X = Xt — PX¢t—1
U?:et.

(18.1)

(18.15)

(18.13a)
(18.13b)
(18.13¢)

(18.14)
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e Frage: Warum ist eine VKQ-Sch&tzung nicht ohne
weiteres durchfiihrbar?
Antwort:
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18.3.1 Ermittlung von x{" und y{

e Fiir Beobachtung t=1 lautet das 6konometrische Modell:
v :Dé—i—‘BXl—l—ul.

e Multiplikation mit /1 — p? fiihrt zu

\/1—p2y1:\/1—p206+ 1—p2/3X1+\/1—p2u1.
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:

@ Definiert man

vi=\1=p%y1, zf=4/1—p% und x5 =4/1—p%x

(18.30)

sowie
uf =4/1—p%u, (18.31)

so ergibt sich

yi =azf + Bx{ 4+ up . (18.32)
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e Fiir uj ergibt sich der Erwartungswert

E(uf) = E(MQ
- V1-02 Ew)

0

@ Die Varianz von uj betragt

var(ut) = var(\/?pm)

= (1) var(w)
0%
= (1_p2)1—P2

_ 2
= 05
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e Frage: Warum ist auch Annahme B3 fiir uj erfiillt?
Antwort:
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18.3.2 VKQ-Methode von Hildreth und Lu

@ Es werden unterschiedliche p-Werte fiir die
Datentransformationen (18.30) und (18.13) ausprobiert
und jeweils eine KQ-Schitzung des transformierten
Modells (18.15) durchgefiihrt.

@ Derjenige p-Wert, welcher die geringste Summe der

Residuenquadrate Y (7i})? liefert, wird letztlich
verwendet.
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Numerische lllustration 18.8

Tabelle 18.6: Schatzergebnisse des Filter-Beispiels fiir
unterschiedliche p-Werte.

p 0,40 0,44 0,45 0,46

Sio+ 1.343.065 1.338.892 1.338.674 1.338.786
Konstante 4.386,47 4.385,91 4.385,93 4.386,02
Preis -03,68 -03,69 -93,70 -03,71
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18.3.3 GVKQ-Methode von Cochrane und Orcutt

@ Man verfihrt nach den folgenden Schritten:

@ Es wird eine KQ-Schitzung des urspriinglichen
Modells (18.1) durchgefiihrt.
@ Es werden die entsprechenden Residuen gemaB

Uy =y — 0 — BXt ermittelt.

© Ein Schitzwert fiir p wird gemaB (18.22) berechnet.

@ Benutzt man den Schitzwert p fiir die
Variablenberechnung in (18.13) und (18.30), so
erhalt man numerische Werte fiir zf, x; und y;".

@ Auf Basis der Werte z/, x; und y; wird eine
KQ-Schitzung des transformierten Modells (18.15)
vorgenommen.
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@ Beim iterativen Cochrane-Orcutt-Verfahren werden die
Schritte 2 bis 5 mehrmals wiederholt.

e Fir die Berechnung der Residuen (Schritt 2) werden
dabei die aus der GVKQ-Methode ermittelten

~ ~GVKQ
Schitzwerte #°YQ und B benutzt:

~ ~ ~GVK
0 =y, —a®vke _p th : (18.33)
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Numerische lllustration 18.9

Tabelle 18.7: Schitzergebnisse des iterativen
Cochrane-Orcutt-Verfahrens.

Variable KQ-Koeff. 1. Iteration 2. lteration
Konstante 4.413,33 4.385,91 4.385,92
Preis -04,42 -93,69 -93,69
verwend. p — 0,446 0,447
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Kapitel 19

Annahme B4: Normalverteilte
StorgroBen
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Annahme B4 (Normalverteilung)

Die StorgroBen u; sind normalverteilt.

Beispiel Wirtschaftswachstum

In einem einfachen neoklassischen Solow-Wachstumsmodell
ldsst sich unter Annahme einer Cobb-Douglas-Produktions-
funktion das logarithmierte Pro-Kopf-Einkommen (y;) eines
Landes im langfristigen Gleichgewicht in Abhangigkeit der
logarithmierten Sparquote (xi;) und einer zweiten Variable
(x2¢) darstellen, namlich der logarithmierten Summe der Raten
des Bevolkerungswachstums, des technischen Fortschritts und
der Kapitalabschreibungen (Daten in Tabelle 19.1):

Yt = & T ;B:[X].t I ‘52X2t + up . (191)
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Beispiel (Forts.)

Tabelle 19.1: Logarithmiertes Pro-Kopf-Einkommen y;,
logarithmierte Sparquote xq; und logarithmierte Summe aus den
Raten des Bevélkerungswachstums, des technischen Fortschritts
und der Kapitalabschreibungen xy; fiir 75 Lander (wobei die
letzten zwei Raten als fiir alle Lander identisch unterstellt werden).

t oyt Xt X2t t oyt X1t X2t t oyt X1t X2t
1 8,38 3,18-258 268,66 3,14 -2,50 51 8,41 2,69 -2,47
2 821 3,34-250 277,68 2,50-253 528,10 2,84 -2,54

258,47 3,10-256 509,79 3,15-2,66 759,42 3,11-2,70
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L 19.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

19.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Die KQ-Methode bewahrt die BLUE-Eigenschaft.

@ Probleme ergeben sich nur bei Intervallschitzungen und
Hypothesentests.
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- 19.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Numerische lllustration 19.1

Mankiw, Romer und Weil (1992) fiihren mit Hilfe der Daten
der Tabelle 19.1 eine KQ-Sch&tzung des 6konometrischen
Modells (19.1) durch:

Tabelle 19.2: KQ-Schiatzergebnisse fiir das Wachstumsmodell
(19.1).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante -0,722 1,324  -0,545 0,587
log. Sparquote 1,318 0,171 7,708 <0,001

log. Bevolkerungsw. -2,017 0,534 -3,778 <0,001
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- 19.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Zufallsvariablen, auf die eine groBe Zahl von
unabhangigen kleinen Einflussfaktoren wirkt, sind
ndherungsweise normalverteilt.

@ Der zentrale Grenzwertsatz stellt dies sicher.
@ In diesen Fillen ist Annahme B4 niherungsweise erfiillt.

@ Selbst wenn Annahme B4 nicht erfiillt ist, sorgt der
zentrale Grenzwertsatz dafiir, dass bei hinreichend groem
Stichprobenumfang T die KQ-Schitzer niherungsweise
normalverteilt sind.
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L 19.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung
:

Bei groBem Stichprobenumfang fiihrt die KQ-Schitzung eines
okonometrischen Modells mit einer nicht normalverteilten
StorgroBe nur selten zu Problemen, denn die KQ-Schitzer sind
dennoch ndherungsweise normalverteilt.
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19.2 Diagnose

@ Um etwas iiber die statistischen Eigenschaften der
StorgroBen u; zu erfahren, ist es immer sinnvoll die
Residuen U zu betrachten.
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19.2.1 Grafische Analyse

Ut
2,0 1
°
1,0 - ° o,
0 0
PN . Y o.“.
0 - ’..' '."o"';’O"""'o""';"'o'""’"; """""""""
e ° P
10| % e, ° °
' °
°
_2,0 T . T T T T T T

Abbildung 19.1: Residuen u; der 75 Lander aus einer
KQ-Schitzung des Wachstumsmodells (19.1).

Land t
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Eine grafische Diagnose kann auch mit einem
Histogramm vorgenommen werden.

Die Standardabweichung der StérgréBen lautet:
Sia
~ ~2 uu
= V0o =4/ —4 19.2
r=ve T-K-1 (19:2)

Der Wertebereich der Residuen wird in Abschnitte
unterteilt (vgl. Abbildung 19.2).

Im Beispiel besitzen die Abschnitte eine Breite von 0,50.
Die T Residuen werden den Abschnitten zugeordnet.
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Numerische lllustration 19.2
Fiir die Standardabweichung ergibt sich:

T =1/26,848/72 = 0,611 .

Das Residuum der Beobachtung t =1 besitzt einen Wert von
Up =—0,287. Es liegt im Abschnitt [—0,57 ; 0].
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Anzahl der

Residuen

16 - [

12 - ]

8

§ I

R e ————> 0

40 36 200 -6 0 O 20 30

Abbildung 19.2: Histogramm der Residuen aus einer KQ-Schatzung
des Wachstumsmodells (19.1).
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19.2.2 Jarque-Bera-Test
@ Die Varianz ist (élas zentrale Moment zweiter Ordnung:
E[(ue — E(ut))7].
@ Das zentrale Moment dritter Ordnung quantifiziert die
Schiefe einer Verteilung.

@ Ein verbreitetes Schiefemal ist

E [(ut - E(ut))ﬂ

)2

asymiue) = [var(u;
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o Frage: Welcher Wert asym(u;) ergibt sich fiir die
Normalverteilung?
Antwort:
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@ Das zentrale Moment vierter Ordnung quantifiziert die
2Spitzigkeit" (Kurtosis) einer Verteilung.

@ Ein gebrduchliches KurtosismaB ist

E [(ut - E(ut))4]

[var(uy;)]?

kur(uy) =

o Fiir die Normalverteilung gilt: kur(u;) = 3.
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/kur >3

Jkur =3 (Normalverteilung)

ut
Abbildung 19.3: Kurtosis zweier Verteilungen mit dhnlichen
Varianzen.
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o Die Schatzer fiir asym(u;) und kur(u) lauten:

asym(u;) = —I1 =" (19.3)
T (@)
_— 1yt
kur(up) = 1=, (19.4)
Tt

o Weichen die Schitzwerte sym(u;) und kur(u;) deutlich
von 0 bzw. 3 ab, dann sind die StoérgréBen eventuell nicht
normalverteilt.
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@ Jarque und Bera (1987) leiten das folgende Resultat her:

Wenn die StérgréBen uy normalverteilt sind, dann gilt:

e, [Frte) 3]

JB=T
6 24

~ Xy - (195)

e Frage: Warum deutet ein hoher JB-Wert auf eine
Verletzung der Annahme B4 hin?
Antwort:
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Numerische lllustration 19.3
Die Residuen u; aus der KQ-Schitzung des Modells (19.1)

liefern:
1 v -3
_ LU —0,115
sym(uy) = 1T ~ t3/2 = 575 = —0.537
(Lya?) (0,358)
1 v 4
— -+ 0,488
kor(u) = —T Lb _ S = 3,808
(rru?)” (0358)

Es ergibt sich ein JB-Wert von 5,64985.

Bei einem Signifikanzniveau von 5% betragt der kritische Wert
der X%2)—Verteilung 5,99146.
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Kapitel 20

Annahme C1:
Zufallsunabhangige exogene
Variablen
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Die exogenen Variablen xi¢,x0¢,...,xk¢ sind keine
Zufallsvariablen, sondern kénnen wie in einem Experiment
kontrolliert werden.
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20.1 Weitere Qualitatskriterien fiir Schitzer: Konsistenz
und asymptotische Effizienz

e Fiir den KQ-Schatzer einer Einfachregression wurde in
Kapitel 4 die folgende Eigenschaft hergeleitet:

popr it (th;;) = (20.1)
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e Folglich gilt:

L (e =) e ”t] . (20.2)

ER) = porE| B
ﬁ+E[—(X1 ;j) SR G Ll ;j) ]
(X1 ;7) n +...+E(XT ;)7) UT]

= B+Y [E[XtS:j : ut]] . (20.3)

= B+|E
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@ Annahme C1 erlaubt, diese Gleichung umzuformen zu

Xt—y

EB) = p+ L [Ew)

(xt —X) E(uy)
SXX .

— g+t (20.4)

e Da E(u;) =0, ergibt sich

E(B)=5. (20.5)

@ Auch die Effizienz der KQ-Schitzer konnte gezeigt
werden.

@ Es existieren aber noch weitere Qualitatskriterien.
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20.1.1 Konsistenz

T =100

Abbildung 20.1: Die Wirkung steigender Stichprobenumfinge T

~A ~B
auf die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Schatzer B und .
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Wenn der Beobachtungsumfang T gegen unendlich geht und
dabei der Grenzwert von [3 dem wahren Wert B entspricht,

dann ist der Schatzer ,B konsistent:

plim(B™) = B
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@ Zwei weitere mogliche asymptotische Eigenschaften des
Schétzers ﬁA:

-~

im E(BY) = B (20.6)

T —o0
TIim var(B?) = 0. (20.7)

@ (20.6) besagt, dass der Schatzer BA asymptotisch
unverzerrt ist.

o (20.7) besagt, dass die Varianz von B bei unendlich
groBem Beobachtungsumfang T gegen 0 geht.

e Die Eigenschaften (20.6) und (20.7) sind hinreichend,
aber nicht notwendig fiir Konsistenz.
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o Frage: Ist der Schatzer BC (Abbildung 20.2)
asymptotisch unverzerrt und konsistent?
Antwort:
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B B
Abbildung 20.2: Die Wirkung steigender Stichprobenumfinge T
auf die Wahrscheinlichkeitsverteilungen des asymptotisch

~C
unverzerrten Schatzers .
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o Bei Giiltigkeit samtlicher A-, B- und C-Annahmen betrigt
die Varianz des KQ-Schitzers

var(B) = 0?2/ S .

o Frage: Warum ist der KQ-SchétzerB konsistent?
Antwort:
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20.1.2 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte

@ Es seien BA und BB zwei beliebige konsistente Schatzer.

@ Das heiBt, pIim(BA) und pIim(BB) existieren und
entsprechen den jeweiligen wahren B-Werten.

@ Ferner sei ¢ eine beliebige Konstante.

e Es gilt dann:

plim(c) = ¢
plim(B" + %) = plim(B*) + plim(B®)
e Ferner gilt:

plim(B* - BB) = plim(B") - plim(B?)
plim (E—A> = pllm(/B\A)
pP o)

plim(
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20.1.3 Asymptotische Effizienz
@ In Abbildung 20.1 gilt:

var(B?) < var(B®) fiir alle Stichprobenumfinge T .

Wenn ein konsistenter Schatzer BA schneller als alle anderen
konsistenten Schatzer gegen den wahren Wert B konvergiert,
dann wird er als asymptotisch effizient bezeichnet.
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20.2 Konsequenzen der Annahmeverletzung

Fall 1 Die StorgroBen u; und die Beobachtungen xs sind
unabhadngig voneinander.
Unabhingigkeit impliziert, dass cov(xs,u;) = 0, fiir alle
s;t=172,...,T.
Fall 2 Die StorgroBen u; und die Beobachtungen xs sind
kontempordr (d.h. s=t) unkorreliert:

cov(xe,up) =0, fiiralle t =1,2,..., T .
(20.8)
Fall 3 Die StérgroBen u; und die Beobachtungen x; sind
kontemporar korreliert:

cov(x¢,ur) # 0, fiir mind. eine Beobachtung ¢ .
(20.9)

764



Okonometrie
L 20. Annahme C1: Zufallsunabhingige exogene Variablen

L 20.2. Konsequenzen der Annahmeverletzung

20.2.1 Fall 1: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable
unabhingig

@ Ausgangspunkt ist wieder:

E(B)=B+L[E[Xc= u]] . (203

e Folglich erhdlt man

EB) = B+Y.

E-th;x]'f_ﬁ]

= B. (20.10)
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Asymptotische Eigenschaften der Variablen x; und u;

@ Es wird angenommen, dass

lim E(X) = qcund lim_ E(Y x2/T) = gux(20.11)

T—o0
l X) = Ound i 2/T)=0,(20.12
dim var(X) und _lim var() x¢/T) ( )
wobei g, und gy feste Grenzwerte darstellen.
e Folglich gilt:

plim(X) = gx und pIim(fo/ T)=¢gw - (20.13)
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@ Man erhilt deshalb:
plim(Sx/T) = plim [(fo — T?z)/ T]
= plim(Zth/T—Yz)
= plim(}_x¢/T) — plim () - plim ()
= gu—(qx)°=02, (20.14)

wobei 02 einen festen Grenzwert darstellt.

@ Ferner wird angenommen, dass

lim 0% =02, (20.15)

T—o0 u
wobei auch ¢ einen festen Grenzwert darstellt.
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Konsistenz der KQ-Schatzer

@ Erweitert man den Quotienten in (20.1) mit (1/T), so
erhdlt man

S5 (1/T)Z(Xt—7) ut
P=Pt /D5

(20.16)

@ Es kann formal gezeigt werden, dass

plim [(1/T) ) (xt —X) u] =0. (20.17)
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e Frage: Welche intuitive Erkldrung kann hierfiir angefiihrt
werden?
Antwort:

@ Aus (20.14) und (20.17) folgt, dass Zshler und Nenner in
(20.16) einen Wahrscheinlichkeitsgrenzwert besitzen.
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; ;

e Folglich liefert (20.16):

(1/T)Y (xt = X) ur
(1/T)Sx
plim [(1/T) Y (xe — X) ug]

Pt Dim[(1/ T)Su]

plim(B) = plim(B) + plim

. (20.18)

@ Setzt man die Ergebnisse (20.14) und (20.17) in (20.18)
ein, so erhilt man

plim(B) = p+ —— = B.

Axx — dx
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Fazit

@ Annahme cl kann durch folgende schwachere Annahme
ersetzt werden:

Annahme c1* Die Zufallsvariablen x; (s=1,2,...,T) und die
StérgroBen vy (t=1,2,...,T) sind voneinander
unabhadngig und

limT o E(X) = gx, lim7 0 E(EX2/T) = qux ,  (20.11)
lim7 e var(x) =0, limr_ovar(yx?/T) =0, (20.12)

limT 00?2 =02 . (20.15)
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:

Unter Annahme c1* bleiben die KQ-Schitzer unverzerrt und
sie sind auch konsistent. Ferner kann gezeigt werden, dass sie
effizient sind und 02, var(a) und var(B, ) unverzerrt geschatzt

werden.
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20.2.2 Fall 2: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable

kontemporar unkorreliert

@ Kontemporare Unkorreliertheit bedeutet, dass
cov(xe,u) =0 furallet=1,2,....T . (20.8)
@ Es ist aber nicht garantiert, dass auch

cov(xs,ut) =0 firs £ t.

773



Okonometrie
- 20. Annahme C1: Zufallsunabhingige exogene Variablen

- 20.2. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Es kann also weiterhin

E@):ﬁ+E[Zi%i@£5 (20.2)

in

-~

E(f)=B+L

iiberfiihrt werden, aber (20.3) nicht in E(B) = B.

e Unter den Annahmen (20.11), (20.12) und (20.15) ist
Gleichung (20.18) auch hier giiltig:

plim(B) = B..

=l 209
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Fazit

@ Annahme c1* kann durch folgende schwichere Annahme
ersetzt werden:

Annahme c1** Die Werte der Zufallsvariablen x; und die
StorgroBenwerte vy (t =1,2,...,T) sind
kontemporar unkorreliert:

cov(x¢,ur) =0 furallet=1,2,....T .
Ferner gilt
M7 o0 E(X) = gx , lImM7 0 E(X2/T) = gux, (20.11)
limr o var(x) =0, limr_ovar(Cx?/T) =0, (20.12)
limT e 0? =02 . (20.15)
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[ 20.2. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Unter Annahme c1** sind die KQ-Schitzer @ und B verzerrt,
aber konsistent. Intervallschitzer und Hypothesentests
bewahren bei hinreichend groBem Stichprobenumfang ihre
Giiltigkeit.
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20.2.3 Eine mogliche Ursache fiir Fall 2: y;_1 als ,,exogene Variable"

@ Das klassische Beispiel fiir Fall 2 ist das dynamische
Modell

Ye =&+ Byr1+ e (20.19)

@ Der fiir Periode t giiltige Wert der ,exogenen Variable"
(ye—1) ist mit w1, der StérgréBe der Periode t-1
korreliert, denn

Vie1 =&+ Byr—2 + ur_1 .
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@ Im Falle einer solchen , exogenen Variable“ lauten die
Forderungen (20.11) der Annahme c1**:

lim7 e E(Y) = qy , lim7 e E(Cy2/T) = qyy -
@ Wenn y; im Zeitablauf stetig steigt, sind diese

Forderungen nicht erfiillt und damit (20.14), also
plim(S,, /T) = qyy—q}% E(T)z,, nicht herleitbar.
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20.2.4 Fall 3: StorgroBen und Beobachtungen der exogenen Variable

kontemporar korreliert

o Es gilt cov(x¢,uz) # 0O fiir mindestens eine Beobachtung
t.

o Es werde der Fall cov(x¢,ut) > 0 und E(x;) =X (fiir alle
x¢) betrachtet, also

pu— X pu— 0

—~= —~

E(x0)] [ — E(u))] > 0.

@ Die Folgen sind in Abbildung 20.3 (linker Teil)
veranschaulicht.

e Die Folgen von cov(x;,u:) < 0 sind im rechten Teil
veranschaulicht.

cov(xe,up) = E[[xt -
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(a) cov(x¢,ur) >0 (b) cov(x¢,ur) <0

Abbildung 20.3: Die Lage der beobachteten Datenpunkte und der
wahren Gerade R wenn (a) cov(xt,u:) > 0 bzw. wenn (b)
cov(x¢,ur) < 0.
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@ Formal folgt die Nicht-Konsistenz wieder aus der

Gleichung
B=pys Y Tzl;T(;ts; X)ur (20.16)

o Der Zihler ist ein geeigneter Schatzer fiir cov(x¢,uy).
o Es gilt deshalb

plim(1/T) [Z (xt — X) ut] #0

und unter Beachtung von (20.14):

plim(B) # B .
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Fazit

Annahme c1*** Es gilt:
limT e E(X) = gx, lim7 0 E(EX2/T) = g, (20.11)
limr e var(x) =0, limr e var(Cx?/T) =0, (20.12)

limT e 0? =02 . (20.15)

Unter Annahme c1*** sind die KQ-Schatzer @ und B verzerrt
und nicht konsistent.
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20.2.5 Eine mogliche Ursache fiir Fall 3: Probleme bei der Erfassung

der exogenen Variable

@ Ein unsystematischer Fehler bei der Erfassung der
exogenen Variable ergibt sich beispielsweise dann, wenn
mit einer Proxyvariable x; gearbeitet werden muss, die
mit der eigentlichen Variable x; korreliert ist:

Xt =X + v . (20.20)

@ Dabei ist v; als Erfassungsfehler zu interpretieren.

@ Es wird im Folgenden unterstellt, dass

cov(x;,vi) =0 firallet=12,..,T. (20.21)
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Beispiel Versicherungsvertrage

Es soll die Rentabilitdt einer Mitarbeiterschulung fiir die 30
AuBendienstmitarbeiter einer Versicherungsgesellschaft
eingeschatzt werden. Zu diesem Zweck wird der
Zusammenhang zwischen der allgemeinen Verkaufsbefdhigung
der Mitarbeiter und der Zahl der verkauften Vertrage
untersucht (Daten in Tabelle 20.1).
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Beispiel (Forts.)

Tabelle 20.1: Abgeschlossene Versicherungsvertrage y;,
Testergebnis im Assessmentcenter x;, Anzahl der im Vorjahr
abgeschlossenen Vertrdge z; und tatsdchliche Verkaufsbefdhigung
x; fur 30 Mitarbeiter.

t Yyt X 2zt X{ t oyt Xt Zt X{
1 11 40 14 32 16 24 94 24 31

2 19 44 18 43 17 11 49 18 38

15 31 66 25 73 30 29 82 28 &0
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StorgroBe eines Modells mit fehlerhaft erfasster exogener
Variable

@ Der wahre Zusammenhang laute
ye =0+ Bx; + e, (20.22)
e GemiB Gleichung (20.20) gelte
X; =X — vt .
o Ferner sei

cov(xt,er) =0 furallet=12,.,T. (20.23)
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@ Es wird angenommen, dass
cov(es,v¢) =0 (20.24)

firalles=12,...,Tund t=12,...,T.

@ Ferner wird angenommen, dass
E(e:) = 0 E(v) =0 (20.25a)

o2 var(v) =02 (20.25b)
cov(es,er) = 0 cov(vs,v¢) = 0 fiir t # s(20.25¢)

S
S
~
D

R
SN—
I
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o Unter Riickgriff auf Rechenregel (2.20) und Annahme
(20.21) ergibt sich fiir die Varianz der Proxyvariable x; die
folgende Zerlegung:

o2 = var(x)

var(x; + vt)
var(x;) + var(v¢) + 2cov(x;,v¢)

o2 402

e Folglich gilt immer:

o2 < o2 (20.26)
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o Ersetzt man im Modell (20.22) x;° durch (x;—v¢), so

ergibt sich
Ye = a+Pxt+e— Pv
o+ ,BXI‘ + ug (2027)
wobei
Uy = € — ‘BVt . (2028)

@ Gleichung (20.27) beschreibt den wahren
Wirkungszusammenhang zwischen y; und der
beobachtbaren Variable x;.

@ Es wird nun untersucht, ob die StorgroBe u; die
Annahmen B1 bis B3 erfiillt.
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Annahme B1
@ Aus (20.28) erhilt man:

E(u) = E(er—Bw)
= E(et) — PE(vt)
= 0.

e Frage: Was bedeutet bei zufallsabhiangigen x;-Werten
E(u¢) = 0 in grafischer Hinsicht (siehe Abbildung 20.3)?
Antwort:

@ Abbildung 20.3 veranschaulicht, dass es im Falle einer
C1-Verletzung trotz Erfiillung der Annahme B1 zu einer
Verzerrung der KQ-Schatzer kommen kann.

790



Okonometrie
L 20. Annahme C1: Zufallsunabhingige exogene Variablen

L 20.2. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Annahme B2

@ Die Rechenregeln fiir Varianzen liefern:

var(u) = var(er — Bwv)
var(e;) + B?var(vi) — 2Bcov(es,v)
s

e Frage: Ist fiir u; folglich Annahme B2 verletzt oder
erfiillt?
Antwort:
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Annahme B3:

@ Die Kovarianz zwischen u; und us lautet:

cov(ue,us) = E [ — E(ue)] s — E(w)]

E(utus) = E[(er — Bvt) (&5 — Bvs)]

E (eres) — BE(etvs) — BE(esvi) + B2E(vivs)
cov(er &5) — Bcovler vs ) — Bcovles v ) + B2 covvi vs )
0.

@ Also ist auch Annahme B3 erfiillt.
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Verzerrung der KQ-Schatzer
e GemiB (20.20) gilt
Xt = X; + Vi
o GemiB (20.28) gilt
ur = et — Bvs.

e Frage: Warum ergibt sich dann bei positivem p der Fall
cov(xe,up) < 07
Antwort:

@ Um formal zu zeigen, dass cov(xt,ut) < 0, wird zunichst
cov(x¢,v¢) hergeleitet.
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@ Unter Ausnutzung der Beziehung x; = x{ + v¢, der
Rechenregel (2.22), der Annahme (20.21) und der

Beziehung
02 = var(vt) = cov(vs,vt)
ergibt sich
cov(xe,vi) = cov(x; + vi,v)
= cov(x;,v¢) + cov(vs,vt)
= 0+ var(w)
o2 (20.29)
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@ Rechenregeln (2.22) und (2.23) in Verbindung mit
Annahme (20.23) und Ergebnis (20.29) erlauben es, die
Kovarianz von x; und u; zu berechnen:

cov(xt,ur) = cov(usxt)
= cov(er — Bvt, xt)
= cov(er,xt) — Beov(ve,xt)
= cov(xt,e) — Beov(xe, )
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Nicht-Konsistenz der KQ-Schétzer

@ Ausgangspunkt ist wieder die Gleichung
ey plim [(1/T)Z(xt—7) ut}
plim(B) = B+ oim [(1/T)55] . (20.18)
o Der Nenner betrigt gemaB (20.14) 2.
@ Der Zshler entspricht cov(x¢,ut).
@ Einsetzen des Ausdrucks (20.30) liefert:

R 2 2
plim(B) = B — ﬁ(;'zv y (1 - %) . (2031)
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o Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem
AusmaB der Nicht-Konsistenz und ¢27?

o Antwort:
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Exkurs: Fehlerhafte Erfassung der endogenen Variable
@ Der wahre Zusammenhang laute
y;k =ua+ ﬁXt + e . (2032)
e Statt y; sei aber y; erfasst worden, wobei
Ve =Ye— Yt
den Erfassungsfehler darstellt und die Gleichungen
(20.25a) bis (20.25c¢) erfiillt.
@ Substituiert man in Modell (20.32) die Variable y;* durch
den Term (y:—v;), so erhilt man
ye = &+ PBxt+e+ vy
&+ Bx + ug
wobei
Uy = €t + Ve .
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@ Die neue StorgroBe vy erfiillt die B-Annahmen und
cov(x¢,ur) = 0.

e Frage: Besitzt u; eine groBere Varianz als e;?
Antwort:

799



Okonometrie
- 20. Annahme C1: Zufallsunabhingige exogene Variablen
- 20.3. Anwendbare Schatzverfahren

20.3 Anwendbare Schitzverfahren

@ Wenn Fall 3 vorliegt, kann die KQ-Methode nicht
verwendet werden.

@ Die Variable x; des Modells (20.22) ist nicht beobachtbar.

@ Die ersatzweise eingesetzte exogene Variable x; ist mit
der resultierenden StorgréBe u; kontemporar korreliert.

@ Die KQ-Schitzer sind dann weder unverzerrt noch
konsistent.

@ Es muss deshalb innerhalb der exogenen Variable x; die
mit u; korrelierte Komponente von der unkorrelierten
Komponente getrennt werden.

@ Dann kann in der KQ-Schitzung des Modells (20.22) an
Stelle von x; die unkorrelierte Komponente von x;
verwendet werden.
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20.3.1 IV-Schitzung mit der ZSKQ-Methode

@ Um die unkorrelierte Komponente von x; zu ermitteln,
wird eine Instrumentvariable z; benétigt, fiir die

cov(ze,xt) # 0 firallet =12,...,T,
cov(zy,u) = 0 fir alle t = 1,2,..., T . (20.33)

@ Wird eine solche Variable z; in den Schatzprozess
integriert, dann spricht man von einer IV-Schitzung.

@ Die wichtigste IV-Schitzung ist die zweistufige
KQ-Schitzung (ZSKQ-Schitzung).
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@ In der ersten Stufe der ZSKQ-Methode wird mit Hilfe von
z; jene Komponente in x; herausgefiltert, die nicht mit u;
korreliert ist.

@ In der zweiten Stufe wird die endogene Variable auf die
herausgefilterte Komponente regressiert.

@ Dieses Vorgehen liefert konsistente Schiatzungen der
Parameter a und B in Modell (20.22).
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1. Stufe der ZSKQ-Schatzung

@ Die Hilfsregression
Xy = TTo + 7012+ + Wt , (2034)

zerlegt x; in die zwei Komponenten 719 + 7112 und die
StorgroBe wy.

e Frage: Warum ist 71g + 7112 jene Komponente in x,
welche nicht mit u; korreliert ist?
Antwort:
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@ Die Zahlenwerte von 715 und 711 sind unbekannt und
damit auch die Zahlenwerte der Komponente g + 711 2;.

o Frage: Wie kann dieses Problem gel6st werden?
Antwort:

@ Man kann X; als einen Schitzwert fiir die unbekannte
exogene Variable x; im wahren Modell (20.22) auffassen.
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2. Stufe der ZSKQ-Methode
@ Es wird eine KQ-Schitzung des Modells

e = o+ BX + e (20.36)

durchgefiihrt.

@ Diese KQ-Schitzung liefert zwar keine unverzerrten, aber
doch immerhin konsistente Schitzungen der Parameter «
und B.
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o Grafisch bedeutet die Verwendung von X;, dass die
Punktwolke nicht langer aus
(xt,y+)-Beobachtungspunkten gebildet wird, sondern aus
(Xt,yt )-Beobachtungspunkten.

@ Bezogen auf den rechten Teil der Abbildung 20.3 werden
alle Punkte horizontal niher an den Durchschnittswert X
herangeriickt.

@ Es ergibt sich eine Punktwolke, bei der die einzelnen
Punkte entlang der gesamten wahren Gerade R
gleichmaBig ober- und unterhalb dieser Gerade liegen.

o Die KQ-Schitzung des Modells (20.36) bedeutet grafisch,
dass eine Regressionsgerade R durch diese neue
Punktwolke gelegt wird.
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Verschmelzung der beiden Schatzstufen

@ Formal lassen sich die beiden Schitzstufen in einer

einzigen Schitzstufe biindeln (siehe Anhang des
Lehrbuches).

SZ5KQ Y(z—2)(ye —y)
p = S e (20.37)
_ Sy (20.38)
und R
QIKQ =y — pPKA% (20.39)

@ Zum Vergleich: B =5y/Sxund ¥ =y — BY.
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Numerische lllustration 20.1

Im Versicherungs-Beispiel wurde versucht, die wahre
Verkaufsbefahigung x; durch die Proxyvariable x;
(Testergebnis im Assessmentcenter) zu erfassen.

Dies fiihrte zu ur =e; — Bv¢ und damit zu cov(x¢,ut) < 0.

Als Instrumentvariable wird das Vorperiodenergebnis z; (Daten
in Tabelle 20.1) benutzt.

Frage: Sind z; und u; =e; — Bv; unkorreliert?
Antwort:
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(Forts.)

Okonometrische Software liefert S,, =1042 und S, =3637
und damit R
BHKQ = 0,286 .

Mit y = 22,8 und X = 58,6 ergibt sich aus (20.39):
WZSKQ = 22,8 — 0,286 - 58,6 = 6,007 .

Zum Vergleich: Die KQ-Schatzung liefert B = 0,221 und
® = 9,851.
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20.3.2 Auswahl der Instrumentvariablen

@ Jede zusitzliche Instrumentvariable, die eine spiirbare
Korrelation mit x;, aber keine Korrelation mit u; aufweist,
erhoht die Giite der Schitzwerte X;:

Xy = 700 + 121t + ... + T Zme + We . (20.40)

e Haufig besitzen die Instrumentvariablen eine zu geringe
Korrelation mit x; (,schwache Instrumentvariablen*).

@ Dies wirkt sich negativ auf die Verlasslichkeit des
ZSKQ-Schitzers aus (siehe Abschnitt 20.3.5).

@ Wenn sich fiir die Hilfsregression (20.40) in einem F-Test
der Nullhypothese Hy : 11 = 1o = ... = 7ty = 0 ein
F-Wert von unter 10 ergibt, dann muss die Gruppe der
verwendeten Instrumentvariablen (zi¢,2¢,...,zp¢) als
schwach eingestuft werden.
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Numerische lllustration 20.2

Im Versicherungs-Beispiel vereinfacht sich die Hilfsregression
(20.40) zur Hilfsregression (20.34).

Okonometrische Software berechnet fiir die Nullhypothese
Hp : 711 = 0 einen t-Wert von 6,9927 und damit einen F-Wert
von t? = 48,898,

Es wurde also eine sehr starke Instrumentvariable eingesetzt.
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20.3.3 ZSKQ-Schatzung in der multiplen Regression

@ Bei einer Zweifachregression, bei der allein x;; mit der
StorgroBe u; korreliert ist, benutzt man die Hilfsregression

X1t = 700 + 7121t + ... + TmZme + TTmr1xee + we . (20.41)

@ Auf der rechten Seite erscheint xo;.

@ Wenn sowohl xi; als auch xo; mit u; korreliert sind, muss
jede exogene Variable ihre eigene Hilfsregression erhalten.

@ Beide Hilfsregressionen haben dann die Form (20.40), mit
x1+ bzw. xo¢ an Stelle von x;.

@ In beiden Hilfsregressionen werden die gleichen
Instrumentvariablen verwendet.

@ Es muss mindestens eine Instrumentvariable pro
korrelierter exogener Variable vorhanden sein.
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20.3.4 Konsistenz der ZSKQ-Schitzer

@ In Analogie zu den Annahmen beziiglich x; muss
folgendes gelten:

lim E(z) =q, und _lim E()_Z*/T) = q,,(20.42)

T—o0 T —oo
I Z) = d i 7/T)=0,(20.4
Tinoovar(z) 0 wun T@wvar(Zzt/ ) =0, (20.43)

wobei g, und g,, feste Grenzwerte darstellen.

@ Ferner muss fiir den Term S,/ T ein
Wabhrscheinlichkeitsgrenzwert existieren:

plim (S / T) = 0%, . (20.44)
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@ Die Schitzgleichung (20.37) kann umgeformt werden zu
pre gyl u (zts_ Ly (20.45)
zX

@ Bildet man auf beiden Seiten den
Wahrscheinlichkeitsgrenzwert, so erhdlt man:

plim[(1/T) Y (zt — Z) ]
plim [(1/ T)S.] '

plim(B*?) = B+
(20.46)
o Der Nenner betrigt gemiB (20.44) 02, .
@ Der Zihler ist ein Schitzer fiir cov(z;,ur) = 0. Folglich
gilt:

plim [(1/T) Z (zz—2Z)u] =0. (20.47)
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@ Folglich ergibt sich:
plim(B*?) = p .
@ Es ist aber nicht moglich, (20.45) in
EF) = 5

zu Uiberfiihren.
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20.3.5 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Varianz der ZSKQ-Schitzer

@ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von BZSKQ konvergiert
bei hinreichend groBem Stichprobenumfang gegen

N(,B,var(BZSKQ)).
o Die StorgroBenvarianz o2 kann durch
525KQ
=2 uu
= =1 20.48
T—-2 ( )
konsistent geschatzt werden, mit

Uy = yp — AZKQ — BZ5KQ (20.49)
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@ Ferner kann gezeigt werden, dass fiir var(f

AZSKQ) der

folgende Schitzer eingesetzt werden kann:

var(B ZSKQ)

7’y (z — 2)?
X (2 —2) (% — %))

(20.50)

(20.51)
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o Dabeiist R2, = S2, / (SxxSz.) das BestimmtheitsmaB
zur Hilfsregression (20.34).

e Frage: Warum offenbart Gleichung (20.51), dass sich
schwache Instrumentvariablen negativ auf die Qualitdt der
IV-Schatzung auswirken?

Antwort:
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Numerische lllustration 20.3
Es wurde bereits berechnet, dass S,, =3637 und
B#KQ =0,286.

Aus Gleichung (20.49) ergeben sich die entsprechenden
Residuen der ZSKQ-Schatzung.

Aus diesen erhilt man:

SKQ — V"2 = 670,240 .

Aus Formel (20.48) ergibt sich

_, 670,240
g =

= 23,937 . 20.52
28 ' ( )

Ferner l4sst sich berechnen, dass S,, = 1375.
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(Forts.)
Einsetzen der Werte in Gleichung (20.50) liefert

23,937 - 137
var(B7KQ) = %—0,00249 (20.53)

und damit sd(B%*?) =0,050.

Dividiert man den Schitzwert BZSKQ —=0,286 durch
sd(ﬁZSKQ) =0,050, so erhilt man einen Wert von 5,72. Dies
ist ein approximativer t-Wert der Nullhypothese Hp : B = 0.

Frage: Welche Testentscheidung ergibt sich?
Antwort:
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20.3.6 Fazit der ZSKQ-Schatzung

@ Besteht zwischen x; und u; kontemporare Korrelation

(Fall 3), dann ist die KQ-Schiatzung unzulissig.
@ Die ZSKQ-Schitzung bietet einen Ausweg.

@ Die Instrumentvariable z; muss die folgenden
Eigenschaften besitzen:

cov(z¢,ur) =0 firallet=1,2,...,T,
plim(S/T) = o2,

imr—wE(Z) =¢q,, limroeE(X2%/T) =qz .

limr_evar(z) =0, limr_evar(YzZ2/T) =0,

20.33
20.44
20.42
20.43

~ N /N
~— ~— —r —
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o Der ZSKQ-Schitzer BZSKQ =S,y / S;« ist dann konsistent.
@ Seine Varianz kann mit Hilfe der Formel
var(B~KQ) = 6°S,,/52, (20.50)

geschatzt werden, wobei

F=S2K /(T -2).
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20.4 Diagnose

@ Bevor wir eine KQ-Schitzung durchfiihren, sollten wir
iiberpriifen, ob cov(x¢,ut) = 0.

@ Dies geschieht mit dem Spezifikationstest von Hausman.
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20.4.1 Voriiberlegungen
e Wenn cov(x¢,u;) = 0, wiren sowohl die KQ- also auch
die ZSKQ-Methode zul3ssig.

e B und ﬁZSKQ weichen dann kaum voneinander ab.

e Wenn cov(x¢,ur) # 0, dann weichen B und BZSKQ
voneinander ab.
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20.4.2 Spezifikationstest von Hausman

@ Es wird die Nullhypothese
Ho : plim [(1/T) Y (x¢ —X) ut] =0

gegen die Alternativhypothese

Hy:plim [(1/T) Y (xe — %) u] #0

getestet.
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L 20.4. Diagnose
:

Bei Giiltigkeit der Nullhypothese gilt

(BZSKQ _ B) 2 .

@ () —ar(p) " *)

(20.54)

m =

o Bei der Berechnung von var(B%*?) und var(B) werden
entweder einheitlich die Residuen der KQ-Schitzung
zugrunde gelegt oder einheitlich die Residuen der

ZSKQ-Schitzung.
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Numerische lllustration 20.4
Der auf Basis einer KQ-Schatzung berechnete Wert fiir 72
betragt 21,615 und Sy, =15123.

Damit ergibt sich

~2
@ 21615
Var(ﬁ) = S_XX = m = 0,00143 o

Unter Verwendung des KQ-gestiitzten Schitzers fiir 02 und
den Werten S,, =1375 sowie S,, =3637 ergibt sich:

3°S,, _ 21,615-1375
S2. 36372

var (B9 = = 0,00225 .
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(Forts.)
Mit B=0,221 und B%*? = 0,286 erhalt man

(0,286 — 0,221)?

M = 0,00225 — 0,00143

Bei einem Signifikanzniveau von 5% liegt der kritische Wert
der Xfl)—VerteiIung bei 3,84146.
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Kapitel 21
Annahme C2: Multikollinearitat
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Es existieren keine Parameterwerte 74,71, 72,-.-. Yk (wobei
mindestens ein 7y, 7# 0), so dass zwischen den exogenen
Variablen x1¢,%0¢,...,xk¢ fur alle t = 1,2,..., T die folgende
lineare Beziehung gilt:

Yo+ Y1X1e + YoXor + o+ Yxke = 0. (21.1)

Beispiel zu Kapitel 21

Die Preise von Laserdruckern (Februar 1992 bis August 2001)
sollen durch deren unterschiedliche Qualitit erklart werden.
Die Daten fiir diese sogenannte ,,hedonische
Regressionsanalyse* sind in Tabelle 21.1 wiedergegeben. Sie
deuten auf eine positive Korrelation zwischen x1: und xz¢.
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(Forts.)

Tabelle 21.1: Preis y; (in Euro), Druckgeschwindigkeit x; (in
Seiten pro Minute), DruckergroBe xp; (in dm®), Ersatzteilkosten
x3¢ (in Cent/pro Seite) und Zeitdifferenz zum ersten betrachteten
Modell x4; (in Monaten) von 44 postscriptfihigen Laserdruckern.

t  yt Xt Xt X3t Xat

t yt Xt X2t X3t X4t

1 2652 4 28,6 345 O
2 1504 4 832 2,75 O

22 1745 12 39,1 1,95 38

23 1110 6 50,0 2,15 38
24 1270 4 184 2,35 38

44 690 10 46,1 2,10 114
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L 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

21.1 Konsequenzen der Annahmeverletzung
21.1.1 Grafische Veranschaulichung

Syy

S S S E S

(a) (b)

Abbildung 21.1: Zweifachregression (a) ohne und (b) mit
Multikollinearitat
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- 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ Die Fliche C + E ist etwas groBer als die Fliche A.

e Frage: Warum wird B; im Fall (a) dennoch mit groBerer
Prézision als in Fall (b) geschatzt.
Antwort:

@ Analoges gilt fiir 3.

@ Flache E ist fiir Schatzung des Gesamteinflusses der
beiden exogenen Variablen relevant.
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L 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

21.1.2 Konsequenzen perfekter Multikollinearitat fiir Punkt—,

Intervallschdtzung und Hypothesentests

@ Der KQ-Schitzer einer Zweifachregression lautet:

B, — 52051, — S125,
! S1150 — 52,

(21.2)

@ Die beiden exogenen Variablen seien perfekt
multikollinear: x; = yxo.
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L 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung
; ;

@ Fir den Nenner folgt daraus:

SuSn—Sh = Y (re—7%)’Y (0—%)
— Y (pe — 1%2) (2 — %2)]°
= Y P e—%)Y (e —%)°
- [’YZ(Xz —X2) (x —Yz)]z
= 9 [Z (2 — 72)2]2 — 7 [Z (2 — >_<2)2]

= 0.

2
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L 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

o Frage: Welche Konsequenzen hat dieses Resultat fiir die
KQ-Schatzung?
Antwort:
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L 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

21.1.3 Konsequenzen imperfekter Multikollinearitat fiir Punkt-,

Intervallschdtzung und Hypothesentests

Konsequenzen fiir die Punktschatzung
@ Die Varianz von B, ist in der Zweifachregression durch

o2 02 1
_— 21.3
definiert, wobei
RPy =S/ (51152) -

@ Der Quotient )

(1-RE,)
wird als Variance Inflation Factor (VIF) bezeichnet.
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- 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

e Frage: In welcher Hinsicht wirkt sich hohe
Multikollinearitdt negativ auf die Punktschatzung von 3,
aus?

Antwort:

e Frage: Warum fiihrt hohe Multikollinearitdt aber nicht
zwangslaufig zu diesem Problem?
Antwort:
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- 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Konsequenzen fiir Intervallschdtzung und Hypothesentest

o Multikollinearitit bedeutet, dass der sd (B, )-Wert
tendenziell sehr groB ist.

@ Folglich sind die geschatzten Intervalle sehr groB
(unprazise) und Hypothesentests sind unscharf.

@ Wenn beispielsweise Hp : B, = 0 getestet werden soll,
dann bedeutet ein groBer B, -Wert noch nicht, dass auch

k

~

d(By)

=)
o

t =

)

groBer als t,/, ist.
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[ 21.1. Konsequenzen der Annahmeverletzung

Eine hohe Korrelation der exogenen Variablen stellt keine
Verletzung der Annahme C2 dar. Lediglich die Schitzung der
individuellen Einfliisse der exogenen Variablen wird erschwert.
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L 21.2. Diagnose

21.2 Diagnose

@ Es stellen sich zwei separate Fragen:

@ In welchem AusmaB sind die benutzten Daten
multikollinear?

@ Falls die KQ-Schitzer insignifikant sind, in welchem
AusmaB kann dies auf Multikollinearitit und in
welchem AusmaB auf andere Ursachen (z.B.
Fehlspezifikation des Modells) zuriickgefiihrt werden?
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21.2.1 Diagnose von Multikollinearitat

@ Das folgende Beispiel zeigt: Nur bei Zweifachregressionen
ist
Ri, = Sto/ (S51152)
ein geeigneter Indikator fiir das AusmaB der
Multikollinearitat.

Numerische lllustration 21.1

Frage: Warum sind die Daten in Tabelle 21.2 perfekt
multikollinear?

Antwort:
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L21.2. Diagnose

(Forts.)

Tabelle 21.2: Ein Beispiel fiir kleine Werte der KorrelationsmaBe
trotz perfekter Multikollinearitat.

t X1t X2t X3t KorrelationsmaBe
1 -1 9 8 R?, =10,261

2 5 -3 2 R?, = 0,290
39 3 12 R2, = 0,202

4 4 4 0

5 6 5 -1

Frage: Fiir welche Parameterkonstellation (g, 71,72,73) ist
also fiir alle T =5 Beobachtungen die folgende Beziehung
erfullt: yg + Yix1e + YoXxor + Y3x3r =07

Antwort:
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@ Bei einer Mehrfachregression existiert keine eindeutige
MaBzahl fiir Multikollinearitt.

@ Im Falle einer Vierfachregression,

Vi = &+ Byxie + Byxor + Byxar + Baxar +ur . (21.4)

kann die Hilfsregression

X1t = Y + PoXot + U3X3t + PaXar t+ €t

durchgefiihrt und das entsprechende Bestimmtheitsmal
R? .3, berechnet werden.

@ Ganz analog sollten R22.134, R§,124 und Rf,123 ermittelt
werden.

o Erginzend sollten auch R? 55, RZ,, ... bis RZ 53 bzw.
R2,, ... bis R2, berechnet werden.
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Numerische lllustration 21.2

Tabelle 21.3: BestimmtheitsmaBe fiir alle méglichen
Hilfsregressionen des Laserdrucker-Beispiels.

x1t (Geschw.)  xo¢ (GroBe)  x3¢ (Ersatzteil) xa¢ (Zeitdiff.)

R? 3, =0,691 R3,5, =0,390 R%;,, =0,319 R7 ,3=0,580

R?,, =0432 R3,3=0235 R2;,,=0313 RZ,,=0576
R?,, =0649 R3,,=0364 R3;,=0290 RZ;,=0473
R?,, =049 R?,,=0,003 R3,, =0,224 RZ,; =0,226

R12~2:01172(+) R22-1:R12-2 R§-1:R12-3 Ré%-l :R12-4
R?,=0,258() R3;=0,000(+) R3,=R2, R?,=R2,
R?,=0,449(+) R?,=0,002() R3,=00224-) RZ,=RZ,
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(Forts.)

Frage: Welche Korrelationsmuster lassen sich erkennen?
Antwort:

Frage: Die Schitzung welcher Steigungsparameter konnte
moglicherweise unter Multikollinearitat leiden?
Antwort:
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21.2.2 Hohe Schitzvarianz der Punktschitzer: Multikollinearitit oder
Fehlspezifikation?

Vergleich der individuellen und gemeinsamen
Signifikanz der Parameter

@ Weisen individuelle Schitzer hohe Schitzvarianzen auf
(und damit insignifikante t-Werte) und ist gleichzeitig R?
groB (bzw. ein F-Test hochsignifikant), dann signalisiert
dies Schatzprobleme, die auf Multikollinearitat
zuriickzufiihren sind.

@ Die Informationen in den Daten sind nicht ausreichend,
um die individuellen Parameter genau zu schitzen.

@ Das 6konometrische Modell ist aber in Ordnung.
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Numerische lllustration 21.3

Tabelle 21.4: Schitzergebnisse des Laserdrucker-Beispiels.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 2021,058 310,146 6,516 <0,001
Druckgeschwind. 108,086 21,415 5,047 <0,001
DruckergroBe -0,512 2,611 -0,196 0,846
Ersatzteilkosten  -116,663 90,309 -1,292 0,204
Zeitdifferenz -21,792 2,632 -8,280 <0,001
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(Forts.)

Frage: Wie ist der Schatzwert zu B4 zu interpretieren?
Antwort:

Frage: Wurde die Schitzgenauigkeit der individuellen
Parameter durch die Multikollinearitat erheblich eingeschrankt?
Antwort:
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(Forts.)

Der F-Test zu Hg : B, = B; = 0 liefert F = 0,944.

Der kritische Wert (vi =2, v =41) liegt bei etwa Fy 5 =3,23.
Frage: Zu welcher Schlussfolgerung gelangt man beziiglich der
Relevanz von xp; und x3;?

Antwort:

Der F-Test zu Hg : B; = B, = B3 = B, = O liefert F = 21,5.
Der kritische Wert (v; =4, v» =39) liegt bei etwa

Fo.05 =2,612.

Das BestimmtheitsmaB betrigt R? =68,8%.

850



Okonometrie
L 21. Annahme C2: Multikollinearitit
L21.2. Diagnose

Wenn in der KQ-Schitzung des 6konometrischen Modells
niedrige t-Werte mit hohen F-Werten einhergehen, signalisiert
dies, dass die Variablen des Modells zwar multikollinear aber
relevant sind.

Um das Ausmal3 der Multikollinearitidt zu erkennen, kdnnen
Hilfsregressionen durchgefiihrt werden, in denen jeweils eine
exogene Variable xi; auf eine oder mehrere andere exogene
Variablen regressiert wird.
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21.3 Angemessener Umgang mit Multikollinearitat
21.3.1 Verfahren zur Einddmmung des Multikollinearitdtsproblems

Auslassen von Variablen

@ Geringe t-Werte miissen nicht durch Irrelevanz, sondern
kénnen auch durch Multikollinearitdt ausgelost werden.

o Frage: Welche Konsequenzen, wiirden sich ergeben,
wenn relevante Variablen aufgrund kleiner t-Werte aus
dem Modell entfernt wiirden?

Antwort:
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Numerische lllustration 21.4

Tabelle 21.5: Schatzergebnisse des Laserdrucker-Beispiels bei
Auslassen der Variablen x; und xs3;.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 1631,579 125,066 13,046 <0,001
Druckgeschwind. 112,105 16,000 7,007 <0,001
Zeitdifferenz -20,895 2,295 -9,106 <0,001

Frage: Warum ist im Laserdrucker-Beispiel die Gefahr gering,
dass durch das Auslassen der Variablen xp; und x3; eine
Verzerrung in der KQ-Schatzung auftritt?

Antwort:
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Differenzenbildung
@ Das Ausgangsmodell lautete
Yi = &+ Byxie + Boxor + Psxae + Byxar + up . (21.4)

e Fiir die Vorperiode lautet dieses Modell:

Yi-1 =&+ Bix1e-1+ Boxoe—1+ B3xat—1+ Paxar—1+ Ur—1 .
(21.5)

@ Subtrahiert man Gleichung (21.5) von Gleichung (21.4),
so erhdlt man

Vi—yi-1 = By(x1e — x1e—1) + By (X0t — x2t—1)
+,33(X3t—X3t—1)+,34(X4t—X4t—1)+Ut—Ut—l .
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@ Definiert man

Ay: = yr—yi-1
Axet = Xut — Xkt—1 k=1234
Auy = ur—up_1,

so ergibt sich die erste Differenzenform des
Ausgangsmodells

Ayr = BiAxit + BoAxor + B3Axar + By Axar + Auy
(21.6)
@ Die exogenen Variablen dieses Modells weisen
normalerweise eine deutlich geringere Multikollinearitat
auf.
@ Beispielsweise betrdagt im Laserdrucker-Beispiel die
Korrelation zwischen den Variablen Axi; und Axay
lediglich 0,03, verglichen mit R12,4:0,449.

855



Okonometrie
=21 Annahme C2: Multikollinearitst
L 21.3. Angemessener Umgang mit Multikollinearitit

o Frage: Welches neue Problem hat man sich aber durch
die Differenzenbildung eingehandelt?
Antwort:
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21.3.2 Verwendung zusétzlicher Informationen

Zusatzliche Beobachtungen

e Frage: Warum ist dieser Weg nicht immer méglich bzw.
erfolgreich?
Antwort:
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Zusatzliche externe Informationen: RKQ-Schatzung

@ Es sei aus anderen Studien bekannt, dass

B, = 0 (21.7)
B, = —2-B,. (21.8)
@ Setzt man dies in das Ausgangsmodell (21.4) ein, so

erhilt man

Yo = a+PBix1e+0-x00 =261 X3t + By x4t + Uy
= o+ By + Byxar + U, (21.9)
wobei X, = x1:—2 - X3t.

@ Die KQ-Schitzung dieses Modell wird als restringierte
KQ-Schitzung (RKQ-Schitzung) bezeichnet.
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Numerische lllustration 21.5

Im Laserdrucker-Beispiel liefert die RKQ-Schitzung die
folgenden Werte:

BRKQ — 97,024 und BREQ = —21546
var( RKQ) — 182,709 und var(BQ) = 53%91.10)

Damit ergibt sich fiir B;:

BREQ — 5. BRKQ — 194,049
RK S RK
ar(pF9) = var(—2- B 9)
= (—2)%- var(BQ) = 730,836 .

var
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(Forts.)

Man erhilt die folgenden Standardabweichungen:

sd(BRQ@y = 13517
sd(BRKQ) = 27,034
sd(BRFQ) = 2315.

@ Ein Vergleich mit Tabelle 21.4 zeigt, dass die
Schéatzvarianz deutlich verringert wurde.

@ Das Vorgehen ist allerdings nur dann zulassig, wenn
(21.7) und (21.8) korrekt sind.
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(Forts.)

Um Anhaltspunkte iiber das AusmaB einer moglichen
Verzerrung zu erhalten, sollte man in jedem Fall einen F-Test
mit (21.7) und (21.8) als Nullhypothese durchfiihren, also

Ho : B, = 0 und gleichzeitig f; = —2- B, .

Es ergibt sich ein F-Wert von 0,405 (L=2 und T-K-1=39).
Der kritische Wert betragt Fg o5 = 3,238.
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Auch bei starker Multikollinearitit bleibt die KQ-Schatzung
effizient (BUE-Eigenschaft). Eine Erhdhung der
Schatzgenauigkeit der individuellen Parameter kann nur iiber
die Einbeziehung korrekter zusatzlicher Informationen gelingen.
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Kapitel 22

Dynamische Modelle
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Beispiel zu Kapitel 22

Es wird die Anpassungszeit untersucht, mit der ein
Software-Unternehmen seine Beschaftigtenzahl den
Schwankungen in der Auftragslage anpasst. Die zur Verfligung
stehenden Daten sind in Tabelle 22.1 wiedergegeben.

Tabelle 22.1: Monatliche Beschiftigtenzahl y; und Zahl neuer
Auftrage x; wahrend der vergangenen 36 Monate.

t Yt Xt t Yt Xt t Yt Xt

1 2163 1340 13 2159 1296 25 2646 2115
2 2050 1411 14 1942 1201 26 2306 2150

12 1665 1409 24 2428 2114 36 3521 2053
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22.1 Stochastische Prozesse und Stationaritit
22.1.1 Stochastische Prozesse

@ Die Werte der Variablen xi,x2,x3,...,x7 sind
Zufallsvariablen mit jeweils eigener
Wahrscheinlichkeitsverteilung, Erwartungswert E(x;) und
Varianz var(xt).

@ cov(x¢,x¢4+7) ist die Kovarianz zweier solcher Variablen,
wobei T fiir den zeitlichen Abstand zwischen diesen
beiden Zufallsvariablen steht.

@ Die Sequenz der Zufallsvariablen xq,x,x3, ... ,x7 wird als
stochastischer Prozess bezeichnet, die Sequenz aus
beobachteten Werten als Zeitreihe.
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22.1.2 Stationaritit von stochastischen Prozessen

@ Ein bestimmter stochastischer Prozess lasst sich durch die
statistischen Eigenschaften (Erwartungswert, Varianz,
Kovarianz) seiner Zufallsvariablen charakterisieren.

@ Abbildung 22.1 zeigt einige Beispiele.
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t " t
Xt () X (b) __
t t

(<) (d)

Abbildung 22.1: Zeitreihen verschiedener stochastischer Prozesse.
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@ Formal ist ein stationdrer Prozess durch drei
Eigenschaften definiert:

Q E(x)=nu furallet=1,2,...,T;
Q var(x:) =02 furallet=1,2,...,T;
Q cov(xe,xpqr) =7 furallet=1,2,...., T —7

und allet=1,2,..., T —1.

@ Dabei bezeichnen p, (7)2( und ¥1,Ys, ... jeweils
Konstanten.

@ Die dritte Eigenschaft fordert nicht, dass
cov(xi,x2) = cov(x1,x3).
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Der AR(1)-Prozess mit |p| < 1 ist ein Beispiel fiir einen
stationdren stochastischen Prozess.

Sobald eine der drei Stationaritits-Bedingungen verletzt
ist, bezeichnet man den stochastischen Prozess als
nicht-stationar.

Bei solchen Prozessen konvergiert der Term (1/ T)Sx
mit steigendem Stichprobenumfang (= Ausweitung des
Zeithorizontes) normalerweise nicht gegen eine feste
Schranke o2.

Damit sind weder Annahme c1** noch Annahme c1***
erfiillt.
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22.1.3 I(1)-Prozesse

@ Aus den T Zufallsvariablen xq,xo, ... ,x7 ldsst sich der
stochastische Prozess Axy,Ax3, ..., AxTt definieren, wobei
Axo = xo—x1, Axz3 = x3—xp und AxT = X7 —X7_1.

e Oftmals stellt die Sequenz xi,xo, ... ,x7 einen

nicht-stationdren Prozess dar, wihrend die Sequenz
Axp,Ax3, ... ,AxT die Stationarititsbedingungen erfiillt.
Man bezeichnet dann den nicht-stationdren Prozess
X1,%2, ..., xT als integriert vom Grade 1, oder kurz als
1(1)-Prozess.

Die Begriffe ,,stochastischer Prozess" und ,,Zeitreihe “
werden oftmals synonym verwendet.

Wir sprechen deshalb vereinfachend von einer station&ren
bzw. einer nicht-stationdren Zeitreihe x;.
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22.2 Interpretation dynamischer Modelle

e Fiir das Beschiftigungs-Beispiel konnte folgende
Modellform gewdhlt werden:

Ve = &+ Boxe + Pyxe—1 + Boxe—2 + ... + BuXe—k + vt ,

(22.1)
wobei v; eine StorgroBe ist, welche samtliche
B-Annahmen erfiillt, und die K + 1 Parameter 8,
Steigungsparameter darstellen.

@ Die Variablen x;_1, x¢—2,... und auch die Variable y;_;
werden haufig als Lag-Variablen bezeichnet.
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@ Die Werte der K+1 exogenen Variablen beruhen alle auf
ein und derselben Variable (Zahl der Auftrige).

@ Modell (22.1) wird als bivariates dynamisches Modell oder
auch als distributed lag model bezeichnet.

e Frage: Wie viele Lag-Variablen enthilt Modell (22.1)7?
Antwort:
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22.2.1 Interpretation einzelner Parameter

@ Der Parameter « ist der Niveauparameter des linearen
Zusammenhangs.

@ Die Steigungsparameter 3, ergeben sich wie immer durch
Differenzieren: dy;/0x;—ix = B

o Frage: Welche Interpretation besitzt 8, in Modell (22.1)7
Antwort:
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o Wegen (22.1) gilt auch:

Yir2 = &+ Boxer2 + Brxer1 + PoXe + o+ ByeXe— K42+ Vey2

o Frage: Welche weitere Interpretation besitzt 8,
demnach?
Antwort:
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22.2.2 Kurzfristiger und langfristiger Multiplikator

@ Es sei angenommen, dass vy = v4—1 = ... =0, und dass
bis einschlieBlich Periode t — 1 die Zahl der Auftrige
konstant x betragen habe.

@ Damit ergibt sich aus Gleichung (22.1) fiir Periode t — 1
die folgende Beschiftigung:

Vi1 = &+ BoX+ Byx+ ...+ Byx

— a+}fﬁk. (22.2)
k=0
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Kurzfristiger Multiplikator

In Periode t habe sich die Auftragslage gegeniiber der
Vergangenheit um eine Einheit auf x+1 verbessert.
Die Beschiftigung in Periode t ergibt sich gemaB
Gleichung (22.1) aus

yi = a+By(X+1)+ X+ ..+ pyX
K
= Bota+Xx) B
k=0

= ,30 + ye-1.

Der Parameter B, misst demnach den kurzfristigen Effekt.

Bei einer Auftragserhdhung um AXx hitte der kurzfristige
Effekt AX-B, betragen.
Man nennt B, deshalb den kurzfristigen Multiplikator.
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Langfristiger Multiplikator

@ Wenn das neue Auftragsniveau x+1 auch in Periode t+1
gehalten werden kann, dann betrigt die Beschaftigung in
Periode t+1:

K
Yev1 = ”““(ﬁo‘*‘ﬁﬂ (}—i_l)—i_;kz‘éﬁk

K
= ﬁo+ﬁ1+“+}/;)ﬁk

[aus (22.2)] = Byt Bty

@ Wenn das neue Auftragsniveau x+1 dauerhaft gehalten
werden kann, kommt es zu weiteren
Beschiftigungsausweitungen (siehe Abbildung 22.2).
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Beschiftigung

Yi+K
= Yt+K+1

Yt+3
Yt+2

Yt+1

Yt

Yi—1

Hi

s,

(=kurzfristiger
Multiplikator)

K (=langfristiger
> k=0 By Multiplikator)

— Periode

"t 142143

t+K

Abbildung 22.2: Der Anpassungsprozess der Beschiftigung nach

einer dauerhaften Erhéhung der Zahl der Auftrdge von X auf X + 1.
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@ Die Beschiftigung in Periode t+ K betrigt (wobei
Xt= ... =Xpr gk =X+1):

K
Virk = a+ (x+1) kz B (22.4)
=0
K K
= a+x) B+ Y B (22.5)
k=0 k=0
K
[aus (22.2)] = yeio1+ ) By (22.6)
k=0

K—-1

= Bx+ye1+ ) By
k=0

= ,BK + YVitK-1 -
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o Gegeniiber der Vorperiode t+K-1 erhoht sich die
Beschiftigung in Periode t+K um B,

@ Wenn auch in der Folgeperiode t+K+1 die Auftragslage
x+1 betrdgt, dann ergibt sich fiir die Beschaftigung:

K
Virk+1 = a+(x+1) 2 By
k=0
[aus (22.4)] = YitK -

@ Damit ist die Beschaftigungsausweitung zum Erliegen
gekommen.
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@ Aus Gleichung (22.6) ist ersichtlich, dass gegeniiber
Periode t—1 die dauerhafte Niveausteigerung auf x + 1
einen Beschaftigungseffekt von YK_, B, bewirkt.

o Bei einer Auftragserhéhung um AX, hitte der langfristige
Effekt AX YK B, betragen.

@ Deshalb wird die Summe Zszo B, als langfristiger
Multiplikator bezeichnet.
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22.2.3 Median-Lag

@ Im dynamischen Modell (22.1) dauert es K+1 Perioden,
bis sich die endogene Variable vollstandig an ein neues um
AXx verindertes Niveau der exogenen Variable anpasst.

@ Der Gesamteffekt der Anpassung betrigt AXx '2/5:0 By

@ Der Anteil an dieser Anpassung, der in der ersten Periode
mit neuem x-Wert erfolgt, betragt

I Y S
1= N~ K — K :
AX-Yr—oBr  Li—oBx
@ Der Anteil, der wihrend der zweiten Periode vollzogen
wird, betragt
B

N Yi—oBi

w2
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@ Nach m Perioden ist demnach ein Anpassungsanteil von

+ + ...+ _
Wi +wo + .+ w, = PotFs Prm-1 (22.7)

Yo By

geleistet.

@ Die Periodenzahl m, fiir die der Quotient in (22.7) — der
Anpassungsanteil — den Wert 0,5 annimmt, wird als
Median-Lag bezeichnet.
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In einem dynamischen Modell der Form

Ve = &+ Boxe + Pyxe—1 + Boxe—2 + .. + BrXe—k + Vi

ist B, der kurzfristige Multiplikator und T g B, der
langfristige Multiplikator. Die Periodenzahl m, ab der
Bo+pB+...+pB

Lo Bx

erfiillt ist, wird als Median-Lag (Hilfte der Anpassungszeit)
bezeichnet.
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22.3 Allgemeine Schatzprobleme dynamischer Modelle
22.3.1 Zwei zentrale Schatzprobleme

@ Eine KQ-Schitzung des dynamischen Modells
Ve =&+ Boxe+Byxe—1+PoXe—2+ .. +BpXe—k+ vt (22.1)

stoBt auf zwei wesentliche Schwierigkeiten:

@ Es existieren nur T—K vollstindige Beobachtungen.
Fiir die Schitzung benétigen wir:

Anzahl der vollst. Beobacht. >  Zahl der Parameter
— T > 2(K+1).

@ Es kann zu hoher Multikollinearitit kommen.
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22.3.2 Mogliche Lésungsstrategien

@ Man kann versuchen, die Zahl der zu schitzenden
Parameter zu reduzieren.

@ Dies konnte zugleich auch das Multikollinearitdtsproblem
lindern.

e Koyck (1954) erkannte, dass die Zahl der Parameter
dadurch verringert werden kann, dass man von einem
funktionalen Zusammenhang zwischen den Parametern
B, ausgeht.

e Koyck unterstellte einen geometrischen Zusammenhang.

@ Almon (1965) unterstellte einen polynomialen
Zusammenhang zwischen den Parametern f3, .

@ Almon-Modelle finden heute allerdings selten
Verwendung.
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22.4 Modelle mit geometrischer Lag-Verteilung
22.4.1 Geometrische Lag-Verteilungen

@ Beide in Abbildung 22.3 dargestellten Lag-Verteilungen
lassen sich formal folgendermaBen ausdriicken:

B = BoA* . (22.8)

wobei 0 < A < 1.

@ Der Parameter A signalisiert die Tragheit der
Parameterwerte.
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P
Bo

P
Bo

IHH‘H(])HIH .

“Hl(lbr),.. )

Abbildung 22.3: Zwei geometrische Lag-Verteilungen mit
unterschiedlicher Tragheit.
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Eine Lag-Verteilung, die gem&B (22.8) formalisiert werden
kann, bezeichnet man als geometrische Lag-Verteilung.
Sie stellt einen Spezialfall rationaler Lag-Verteilungen dar.
Rationale und damit auch geometrische Lag-Verteilungen
eignen sich insbesondere fiir Modelle, bei denen von
einem unendlichen Lag-Horizont auszugehen ist.

In einem solchen Fall lautet das Ausgangsmodell:

Yt =« + ,BOXt + ﬁlxt_]_ + ﬁQXt—Z + ot v (229)

Ersetzt man die Parameter 3, B,, usw. durch ihre gemalB3
Gleichung (22.8) definierten Terme BA, 50)\2, USW., SO
ergibt sich:

Yr =« + ﬁOXt + ’BO/\thl + ‘BO/\thfz + ...+ Vi .
(22.10)
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@ Der langfristige Multiplikator lautet demzufolge:
Yo BoA = Bo(l+A+AT+ L)
k=0

B, (ﬁ) | (22.11)

@ Der kurzfristige Multiplikator ist weiterhin durch g,
gegeben.

@ Es ldsst sich zeigen, dass der Median-Lag m im Modell

(22.10) durch

In2
= —— 22.12
m InA ( )

berechnet werden kann.
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22.4.2 Koyck-Modell

Koyck- Transformation
e Fiir die Vorperiode lautet Modell (22.10):

Yeo1 = &+ Boxe—1 + BoAxe—2 + BoA Xe—3 + .+ Vi1
(22.13)

@ Multipliziert man diese Gleichung mit A und subtrahiert
sie anschlieBend von Gleichung (22.10), dann erhilt man

Vi — Aye—1 = [0 — A] + Boxe + ve — Avi_1
und damit
Vi =00 + BoXe + Ayr—1 + ug (22.14)
wobei
U = Vi — Ave_1 (22.15)
an = oall=N). (22.16)
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Schéatzung des Koyck-Modells

o Im Koyck-Modell (22.14) miissen lediglich ag, B, und A
geschatzt werden.

e Da
E(ut) = E(vt) = AE(ve—1) =0,

bewahrt Annahme B1 auch im Koyck-Modell ihre
Gultigkeit.
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@ Jedoch ist u; autokorreliert und damit Annahme B3
verletzt:

cov(upup—1) = E[[ur — E(ue)] [ur—1 — E(ue—1)]]
E [(vt —Ave1)(ve—1 — /\Vt—2)]
F(VtVt—lz—Ag(Vi/t—zl

-0 ~0
—AE(vf_l) + A2 E(vi—1vi—2)
=0

= —Ac?#0.
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Es handelt sich bei Gleichung (22.15) um einen
sogenannten Moving-Average-Prozess erster Ordnung,
abgekiirzt MA(1)-Prozess.

Auch Annahme C1 bereitet Probleme, denn die
verzogerte endogene Variable y;_1 taucht als (zweite)
~exogene Variable" auf.

Damit ist mindestens eine der exogenen Variablen
zufallsabhangig.

Frage: Warum gilt cov(y:—1,ut) # 0 (kontemporire
Korrelation)?

Antwort:

894



Okonometrie
L 22. Dynamische Modelle
L 22.4. Modelle mit geometrischer Lag-Verteilung

o Die ZSKQ-Schitzung bietet einen Ausweg.
@ Als Instrumentvariable fiir y;_; bietet sich x;_1 an (aber
Multikollinearitats-Problem).

@ Aus Annahme c1*** (bzw. Annahme C1***) folgt aber,
dass fiir die ZSKQ-Schitzung unter anderem
plim[(1/ T) Sx] = o2 fiir alle exogenen Variablen gelten
muss.

@ Im Koyck Modell benétigt man also

plim[(1/T) S, ] = (7}2, :

@ Dies kann nur dann erfiillt sein, wenn die , exogene
Variable“ y;_1 stationar ist.
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o Falls x; eine Zufallsvariable darstellt, muss sie ebenfalls
stationar sein.

@ Die im Koyck-Modell (22.14) getroffene Annahme
0 < A < 1 stellt sicher, dass bei stationdrem x; auch y;
stationar ist.

@ Stationaritdt von y; ist gleichbedeutend mit Stationaritat
von yi—1.
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Numerische lllustration 22.1

Wenn man im Beschaftigungs-Beispiel unterstellt, dass die
Werte der Steigungsparameter 8, mit zunehmendem Lag k
geringer ausfallen, kann fiir das Koyck-Modell,

Ye = &0 + Boxe + Ayr—1+ U,

auf Basis der Daten in Tabelle 22.1 eine ZSKQ-Schatzung
durchgefiihrt werden (mit x;—1 als Instrumentvariable). Dabei
wird angenommen, dass x; stationdr ist.

897



Okonometrie
L 22. Dynamische Modelle
L 22.4. Modelle mit geometrischer Lag-Verteilung

(Forts.)

Tabelle 22.2: Schitzergebnisse fiir eine ZSKQ-Schatzung (mit x;—1
als Instrumentvariable) des Koyck-Modells (22.14).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante -219,175 430,150 -0,510 0,614
Auftrage 0,499 0,233 2,144 0,040
Tragheit (A) 0,749 0,194 3,854 0,001
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(Forts.)
Aus Gleichung (22.8) erhilt man:

BrKe=0374, BFH°=0,280, BZK?=0,210,...
Aus Gleichung (22.16) folgt:
WZSKQ = —219,175/(1 — 0,749) = —873,2.
Der langfristige Multiplikator betragt

B59/(1— A7) = 1,988 .

899



Okonometrie
L 22. Dynamische Modelle
L 22.4. Modelle mit geometrischer Lag-Verteilung

22.4.3 Ein Verwandter des Koyck-Modells: Partielles Anpassungsmodell

@ Das Koyck-Modell lautete

Vi = &0 + Boxe + Ayr—1 + Ut , (22.14)
wobei
ug = vy — /\Vt_]_ . (2215)
@ Es wurde durch eine Koyck-Transformation aus dem
Ausgangsmodell

Yt =« + ﬁOXt —+ ,B]_Xt—l —+ ‘Bzxt_Q + .o+ (2213)

gewonnen.
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Es wird nun ein besser fundiertes Ausgangsmodell
vorgestellt und ebenfalls in die Form (22.14) gebracht.
Ausgangspunkt ist der langfristige Zusammenhang

Vi = U+ 0xe, (22.17)

wobei p und J zwei konstante Parameter sind und y; den
zu x; passenden langfristigen Gleichgewichtswert
bezeichnet.

Es wird angenommen, dass die tatsdchliche Anpassung
(ye—yr—1) nur einen Teil der langfristig eigentlich
notwendigen Anpassung (y;—yt—1) ausmacht:

ve—Yeer=1=A) —ye1) + v, (22.18)
wobei v; eine StérgroBe im Anpassungsprozess bezeichnet
und (1—A) den Anteil der sofort vollzogenen Anpassung
festlegt.
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@ Setzt man Gleichung (22.17) in Gleichung (22.18) ein, so
ergibt sich

Ve—Ye1 =1 —=A)(H+xt —yr—1) + v .
@ Umstellen liefert
yi=1=MNu+(1—=A)0x +Aye—1+ve . (22.19)

@ Definiert man

g = (1—=A)p
,Bo = (1_/\)‘5

so erhilt man das Koyck-Modell (22.14).
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o Frage: Welcher Unterschied zum Koyck-Modell besteht
jedoch?
Antwort:

@ Sofern y;_1 und x; stationar sind, liefert die KQ-Methode
konsistente Schitzer.
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@ Gleichung (22.19) bedeutet fiir Periode t — 1:
Yt—1 = (1 — A)]I 4+ (1 — A)&Xt_]_ -+ Ayt_Q -+ Vi1 .

e Frage: Warum zeigt diese Gleichung, dass auch im
Modell adaptiver Erwartungen die KQ-Schétzer nicht
unverzerrt sind?

Antwort:
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22.4.4 Ein weiterer Verwandter des Koyck-Modells: Modell adaptiver
Erwartungen

@ Ausgangspunkt ist die folgende Annahme:
Ye=pu+ 5Xte+1 + vt (22.20)

wobei p und & wieder zwei konstante Parameter sind und
V¢ eine StorgroBe.

e Frage: Was bedeutet dieser Zusammenhang inhaltlich?
Antwort:
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@ Im Modell adaptiver Erwartungen geht man von folgender
Regel aus:

o wenn x; = x¢, dann x7, ; = x{.
o wenn x; # x5, dann wird der Erwartungsfehler

(xt — x§) als Korrekturterm in der Prognose fiir
Periode t+41 beriicksichtigt:

=X+ (1-Ne—x5),  (2221)
wobei 0 < A < 1.
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e Umformung der Gleichung (22.21) liefert
Xgp1 = (1= A)xe + Ax{ . (22.22)
@ Aus Gleichung (22.20) ist bekannt, dass

e Yt H—Vt

X1 T T 5

und damit auch
e Yt—1—H— Vi1
X; = 5 .
@ Setzt man diese beiden Beziehungen in Gleichung (22.22)
ein, so ergibt sich
Yt —uU—Wvi
0

= (1—A)x + AL
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@ Multiplikation mit ¢ und anschlieBendes Ausmultiplizieren

liefert
Ve —p—vi= (1 - /\)5Xt + AV 1 — Ap—Avy g
und folglich

Ye=(1-Ap+ (1 —=A)0x +Aye1+ve — Ave1.

@ Definiert man schlieBlich

ag = (1—=A)u
,30 = (1 - 7\)‘5
ug = Vi— /\Vt—l )

so erhilt man

Ve = &0 + Boxe + Ayr—1+ Uz .
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e Frage: Vergleichen Sie dieses Modell mit dem
Koyck-Modell (22.14).
Antwort:
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22.5 Modelle mit rationaler Lag-Verteilung und ihre
Fehlerkorrektur-Formulierung

@ Wir hatten das Koyck-Modell
Yy = &g + ’BOXt + A_ytfl -+ ug (2214)

betrachtet, wobei 0 < A < 1 (geometrisches Lag-Modell).

@ Modell (22.14) kann als Spezialfall der rationalen
Lag-Modelle aufgefasst werden.

@ Diese Klasse ist durch folgende allgemeine Gleichung
definiert:

Vi = &0+ BoXe + Hyxe—1+ UpXe—2 + o+ Uy XK
+Ayi—1+ Aove—o + ...+ Amye—m + Ut . (22.23)
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@ Die Klasse der rationalen Lag-Modelle ist in der Lage,
jegliche Lag-Verteilung zu approximieren.

@ Ein Beispiel ist in Abbildung 22.4 wiedergegeben.
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P

HHHH“TH”.. )

Abbildung 22.4: Eine rationale Lag-Verteilung.
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In der englischsprachigen Literatur hat sich der Begriff
autoregressive distributed lag model durchgesetzt, oder
kurz ADL(M, K)-Modell.

Dabei gibt M die Anzahl der im Modell beriicksichtigten
Lag-Variablen der endogenen Variable y; an und K die
Anzahl der beriicksichtigten Lag-Variablen der exogenen
Variable x;:.

Hier geniigt die Betrachtung eines ADL(1,1)-Modells:
Yt = a0+ ﬁOXt + UXe—1 + Ayi—1 + ue (22.24)

wobei weiterhin 0 < A < 1 als Stabilitdtsbedingung
unterstellt ist.

Das geometrische Lag-Modell ist ein ADL(1,0)-Modell.
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22.5.1 Langfristige Gleichgewichtsbeziehung

@ Gleichung (22.24) lasst sich umstellen zu

Vi — AYe—1 = &g + Boxe + UXe—1 + Ut . (22.25)
@ Im langfristigen Gleichgewicht mit uy=u;—1= ... =0
wiirde gelten, dass x; =x;_1=x;_>= ... =x* und damit
auch yi=yr1=yt-2= .. =y".
o Fiir diese langfristige Betrachtung liefert Gleichung
(22.25):

Yy =Ay" = ag+ Bpx" + ux*

x X0 IBO—i_y *
_— yr = 1_)\4— 1_/\X (22.26)
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@ Gleichung (22.26) gibt an, welcher Wert y* sich einstellt,
wenn der Wert der exogenen Variable dauerhaft auf x*

verharrt.
@ Der langfristige Multiplikator betrdgt demnach

dy* _ Bt ¥
dx* 1—A
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22.5.2 Fehlerkorrektur-Formulierung des ADL(1,1)-Modells

@ Wenn die StorgroBe u; autokorreliert ist, kommt es zu
kontemporarer Korrelation mit der , dritten exogenen
Variable” y;_1.

@ Ist u; nicht autokorreliert, so besteht immerhin eine
intertemporare Korrelation zwischen vy und y;—1.

@ In diesem Fall erfordert eine konsistente KQ-Schatzung,
dass plim[(1/ T) S] = 0% und plim[(1/T) S,,] = 0.

o Letzteres erfordert, dass y; (und damit y;_1) sowie x;
(und folglich x;_1) stationr sind.

@ Oftmals sind y; und x; jedoch nicht stationar, aber
immerhin integriert vom Grade 1: y; und x; sind /(1).
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@ Subtrahiert man auf beiden Seiten des Modells (22.24)
yt—1 und subtrahiert und addiert man auf der rechten
Seite Bx;—1, so ergibt sich

Ayr =g + Boxe + Boxe—1 — BoXe—1 + Pxe—1 — (1=A)yr—1 + u;
= BoAxt — [(1=A)yt—1—ag— ([30 + W)xe—1] + ue

_ _(1_ & Pty
=BoAxt — (1=A) |yr—1 1A 1-A

Xe—1 |+ U, (2227)

wobei wie gewohnt

Ayp = yt—yi1
AXt = Xt — Xt—1 .

917



Okonometrie
L 22. Dynamische Modelle
- 22.5. Modelle mit rationaler Lag-Verteilung und ihre Fehlerkorrektur-Formulierung

@ Es kann demnach drei mégliche Ursachen fiir eine
Verdnderung in der endogenen Variable (Ay;) geben:

@ Dritter Summand: Die StorgroBe uy weicht von 0 ab.

@ Erster Summand: Kurzfristiger Anpassungseffekt.

@ Zweiter Summand: Aus der Vorperiode
tibernommener Anpassungsbedarf in der endogenen
Variable y; (,,Fehlerkorrektur*).
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22.5.3 Schitzung des Fehlerkorrekturmodells

@ Das Modell (22.27) wird als die
Fehlerkorrektur-Formulierung " des Modells (22.24) oder
einfach als Fehlerkorrekturmodell bezeichnet
(Error-Correction-Model, ECM).

@ Der Ausdruck in eckigen Klammern kann als
Ungleichgewichtsfehler e;_1 interpretiert werden, welcher
angibt, wie stark in Periode t—1 der Wert fiir y;_1 von
seinem zu x;_1 passendem Gleichgewichtswert entfernt
war:

% Pt (22.28)

et—lz)/t—l_l_/\ Y
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@ Wenn x; und y; (und damit x;—1 und y;_1) jeweils /(1)
sind und eine lineare langfristige Beziehung — also die
Beziehung (22.26) — zwischen diesen beiden Variablen
besteht, dann ist die durch Gleichung (22.28) definierte
Zeitreihe der Ungleichgewichtsfehler e;_1 stationar.

@ In einem solchen Fall werden x; und y; (bzw. x;—1 und
yi—1) als kointegriert bezeichnet.

@ Wenn im Fehlerkorrekturmodell (22.27) Ax; und der
eckige Klammerausdruck e;_1 stationar sind, bleibt
Annahme c1** (genauer: Annahme C1**) unverletzt und
die KQ-Methode liefert fiir das Fehlerkorrekturmodell
(22.27) konsistente Schatzer.
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@ Die Schitzung umfasst zumeist die folgenden vier
Arbeitsschritte:

o
(2]

o

Fir jede der Zeitreihen x; und y; wird individuell
tiberpriift, welchen Integrationsgrad d sie besitzen.
Wenn x; und y; beide /(1) sind, dann erfolgt eine
KQ-Schitzung der nach y;_1 aufgelosten Beziehung
(22.28). Diese Schatzung liefert Residuen &;_j.
Man iiberpriift, ob die Residuen € _; /(0) sind, ob
also x; und y; kointegriert sind.

@ Falls x; und y; kointegriert sind (e;—1 stationir),

erfolgt eine KQ-Schitzung des
Fehlerkorrekturmodells (22.27). Dabei werden die
Residuenwerte €;_1 anstelle des nicht beobachtbaren
Ungleichgewichtsfehlers e;_; — also des eckigen
Klammerterms — benutzt.
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e Engle und Granger (1987) konnten zeigen, dass dieses
Vorgehen konsistente und asymptotisch effiziente
Schatzergebnisse liefert.
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22.5.4 Fehlerkorrekturmodell und ckonomische Theorie

@ In der empirischen Realitdt wird das langfristige
Gleichgewichtsstreben stindig durch kurzfristiges
Anpassungsverhalten iiberlagert.

@ Die langfristige Komponente des Fehlerkorrekturmodells
(22.27) besitzt einen soliden 6konomischen Unterbau, die
kurzfristige Komponente dagegen nicht.

@ In der empirischen Implementierung des kurzfristigen
Anpassungsverhaltens verwendet man deshalb
Fehlerkorrekturmodelle, die aus dem allgemeineren
ADL(M,K)-Modell (22.23) und nicht aus der einfachen
Variante des ADL(1,1)-Modells (22.24) gebildet wurden.
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@ Bislang wurden nur 6konomische Zusammenhinge
betrachtet, die sich durch eine einzelne Gleichung erfassen
lassen.

@ Dabei wurden die Werte der endogenen Variable y; durch
die Werte einer oder mehrerer exogener Variablen x;
erklart.

Beispiel zu Kapitel 23

Ein Pharma-Hersteller besitzt ein Patent fiir einen Wirkstoff
zur Behandlung eines speziellen rheumatischen Leidens. Wir
werden vom Hersteller beauftragt, den Einfluss seiner
WerbemaBnahmen w; auf den Absatz a; zu ermitteln. Tabelle
23.1 zeigt den verfiigbaren Datensatz.
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(Forts.)

Tabelle 23.1: Absatz a; (in 100 g), Werbeanzeigen w; (in
Doppelseiten), Preis des Wirkstoffes p; (in Euro/100 g) und
Anzeigenpreis g; (in 1000 Euro/Doppelseite) wihrend der
vergangenen 24 Quartale.

aa Wt Pt Qt t a& wt pt Gt

9 67 409 29 13 267 153 219 33
107 113 339 27 14 234 161 249 35
148 152 309 27 15 205 80 269 32
256 186 289 25 16 222 148 269 35

RN WN e

12226 166 259 30 24 156 76 299 40
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@ Man konnte das folgende 6konometrische Modell
aufstellen:

ar = 0+ Bywe + Bopr + Uy (23.1)

wobei die StorgroBe u; die Annahmen Bl bis B4 erfiille.

@ Die Kausalitit zwischen Werbeaufwand und Absatz l5uft
aber in beiden Richtungen.

@ Dies konnte zu Problemen bei der KQ-Schatzung fiihren.
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23.1 Nicht-Konsistenz der KQ-Schatzer

@ Formal l3sst sich die umgedrehte Kausalitdt in der
folgenden Gleichung wiedergeben:

Wy = 7y + 5]_at + (52% + Vi . (232)

@ Die StorgroBe v; erfiille alle vier B-Annahmen.

@ Es wird zugelassen, dass eine Korrelation zwischen v; und
u; besteht. Dabei wird allerdings angenommen, dass

cov(ug,vi) = oy, t=172,.T,
cov(us,vi) = 0, firs#tundst=12,.,T,

wobei 0, eine Konstante ist.
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e Frage: Warum tritt in den Gleichungen (23.1) und (23.2)
kontemporadre Korrelation auf?
Antwort:

@ Wiirde man diese Korrelationen missachten und die
Gleichungen (23.1) und (23.2) separat mit KQ-Methode
schatzen, so wéren die Ergebnisse verzerrt und nicht
einmal konsistent.
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L2322, Indirekte KQ-Methode (IKQ-Methode)
:

23.2 Indirekte KQ-Methode (IKQ-Methode)

23.2.1 Strukturelle Form versus reduzierte Form

@ Um konsistente Schitzer zu erhalten, wird das durch
(23.1) und (23.2) definierte Gleichungssystem

ar = o+ Pyws+ Bypr + ur (23.3)
Wy = 7y —+ 5131“ =+ (qut =+ v (234)

transformiert.
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@ In Gleichung (23.3) wird w; durch den entsprechenden
Term in Gleichung (23.4) substitutiert:

ar =+ By (y + d1ar + 02t + ve) + Bopr + uy .
@ Umstellen liefert
(1—By01)ar = a+ By + Bopr + B162Ge + Byve + ur .
e Division durch (1 — pB,61) ergibt
) Vi + U
,Bz pe - 512qt+ﬁ1t t

1—pi01 t 1—p,01 1-pyd1
(23.5)

_ a+ By
dy —
1—p01

_|_
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@ Substituiert man in Gleichung (23.4) den Absatz a; durch
den entsprechenden Term in Gleichung (23.3) und lost
anschlieBend nach w; auf, so ergibt sich

v+ o1 B,01 P O1ur + vy
Wy = :
Cl — P01 " 1 _51‘51pt+ 1 _ﬁ1‘51qt+ 1 — P01
(23.6)
@ Man definiert in Gleichung (23.5)
ﬂlzo“{‘ﬁﬁ" Ty = B, s = 102
1—p01 1—p01 1—py01
(23.7)

und in Gleichung (23.6)
. ’)’ + (510( . 1325]_ 52

= , Tl = , g — ——— .
1— B,61 > 1— B0 6 1_58§®

TT4
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o Es ergibt sich das Gleichungssystem

ar = 71+ 702p: + 7T3qQ: + U;< (239)
Wy = T4+ TTspr + T6q: + V;k ) (2310)
wobei
)
gp= Prette g 2 Gt Ve gy

vV, = — .
1—B.61 L1-B6

e Frage: Bleiben die vier B-Annahmen auch fiir die
StorgroBen uf und vy giltig?
Antwort:
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Man bezeichnet die Gleichungen (23.9) und (23.10) als
reduzierte Form.

Die Ausgangsgleichungen (23.3) und (23.4) werden als
strukturelle Form bezeichnet.
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@ Welche Wirkung auf den Absatz a; ergébe sich, wenn
man bei gegebenen Preisen p; und g; nicht die gemaB der
Werbegleichung (23.4) passende Zahl der Werbeanzeigen
w; wahlen wiirde, sondern — aus einer Laune heraus —
eine Werbeanzeige mehr schalten wiirde?

@ Dies kann wie eine in der Werbegleichung (23.4)
aufgetretene positive Stérung v; interpretiert werden.

@ Es wiirde sich zwischen w; und a; eine Kette
wechselseitiger Effekte einstellen.

@ Die Gesamtwirkung erhdlt man aus der Ableitung der
Gleichung (23.11) nach v;:

duy /vy = By /(1= B11) .
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23.2.2 Schatzung der Parameter der reduzierten Form

Numerische lllustration 23.1

Tabelle 23.2: Ergebnisse einer KQ-Schitzung der reduzierten Form.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert

Konstante 524,896 51,401 10,212 <0,001
(23.9)  Wirk.-preis  -1,194 0,127 -9,408 <0,001
Anz.-preis -0,288 1,337 -0,216 0,831

Konstante 316,445 45,024 7,028 <0,001
(23.10) Wirk.-preis  -0,326 0,111 -2,932 0,008
Anz.-preis -2,809 1,171 -2,397 0,026
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23.2.3 Schitzung der Parameter der strukturellen Form

@ Aus (23.7) und (23.8) ergeben sich fiir die sechs
Parameter der strukturellen Form die folgenden

Bestimmungsgleichungen:

TT37T 7T 7T37T
g =T g = ;65,(23.12)

N =701 — =
7T6 TT6
17T 7T 37T
V=T — 2 S =2 6y =g — ——2 . (23.13)
702 T2

@ Die beschriebene Schitzung der strukturellen Parameter
bezeichnet man als indirekte KQ-Methode (IKQ-Methode)
und die entsprechenden Schitzer als IKQ-Schétzer.

@ Sie sind konsistent.
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Numerische lllustration 23.2

In Tabelle 23.2 waren die Schitzwerte der Parameter 711 bis
e aufgefiihrt. Einsetzen in die Gleichungen (23.12) und
(23.13) liefert die indirekten KQ-Schitzer:

2 = 492412 Br9=0103 B¢ =-1161
§KQ = 173140 50 =0273 By =-2730.

~IKQ ~IKQ ~IK ~IK
@ Die Parameter 3, Q, B, Q, 61 Q und J, Q geben jeweils

nur den Primareffekt an.

@ Die Gesamteffekte sind aus den Parametern der
reduzierten Form (771 bis 7t) ablesbar.
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Numerische lllustration 23.3

Um einen Eindruck vom AusmaB der Nicht-Konsistenz einer
KQ-Schitzung zu vermitteln, wird hier (unzuléssigerweise) die
strukturelle Form geschatzt:

~ ~K ~K
A9 = 445469 B0 =0207  PBn’=—1089
A ~K ~K
K@ — 173320 5.0 =0272 5% =_2732.

Fiir die Parameter der Absatzgleichung (23.3) ergeben sich
deutliche Unterschiede zur IKQ-Methode, fiir die Parameter
der Werbegleichung (23.4) hingegen nicht.
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23.3 Identifikationsproblem

@ Aus den KQ-Schitzern der reduzierten Form (711 bis 7t6)
konnte fiir samtliche Parameter der strukturellen Form
(«, By, By, 7. 61 und 82) jeweils ein eindeutiger Schitzer
errechnet werden.

@ Diese Riickrechnung ist nicht fiir alle interdependenten
Gleichungssysteme maoglich.
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23.3.1 Ein verkleinertes Gleichungssystem

@ Es wird das folgende verkleinerte Pharma-Modell
betrachtet:

a = o+ ‘B]_Wt + ,szt + uy (2314)
Wy = 7y —+ (S]_at =+ Vi . (2315)
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@ Die reduzierte Form lautet

ay = 71+ 70op: + U;_Lk (2316)
we = T3+ TTapr + v, (23.17)
wobei
a+ By B,
mn = ——1n Ty = ——=— ,(23.18
' 1—py01 ’ 1—p01 ( )
v+ b1a B,01
m = - Ty = —=—— (23.19
’ 1—p101 ) 1—p01 ( )
S o= Bivi + uy «  O1ur+ v
t T a2 5

, vV, = —— .
1—p01 C1-Bia
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@ Auch diese reduzierte Form kann mit der KQ-Methode
problemlos geschatzt werden.

@ Da die reduzierte Form vier Parameter aufweist, stehen
fur die Riickrechnung auf die fiinf strukturellen Parameter
lediglich vier Gleichungen zur Verfiigung.

e Fiir welche strukturellen Parameter ist eine Berechnung
moglich?
@ Aus den Gleichungen fiir 712 und 714 ergibt sich

o =4, (23.20)
UP)

943



Okonometrie
- 23. Interdependente Gleichungssysteme
L23.3. Identifikationsproblem

o Die 711-Beziehung in (23.18) l&sst sich erweitern und
umformen zu

o1 Y Y
o011 = + o1+ -
o 1—p,01 1_51 Puos 1=p01 1-p01
= —_— -1
7T3+1_‘8151(ﬁ151 )
=73 — . (23.21)

@ Substituiert man in Gleichung (23.21) J; durch 714/ 712
und I6st nach < auf, so ergibt sich
TT17T4
T2 .

Y= T3 — (23.22)
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@ Die Parameter «, B; und B, sind hingegen nicht
berechenbar.

@ Die IKQ-Methode fiihrt im verkleinerten Gleichungssystem
also nur partiell zu eindeutigen Schitzergebnissen.
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23.3.2 Ein erweitertes Gleichungssystem

@ Es wird das folgende erweiterte Pharma-Modell
betrachtet:

ar = a+ﬁlwt+52pt+ﬁ3t+ut (2323)
Wy = 7y + 513t + 52% + vt (2324)

@ Die Variable t entspricht dem jeweiligen
Beobachtungsindex t. Sie wird oftmals als Trendvariable
bezeichnet.

@ Die reduzierte Form des Modells lautet:

ar = 71+ Topr + T3t + waqr + uf (23.25)
Wy = 705+ TTepr + TT7t + 7tgqr + vi . (23.26)
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@ In diesem Fall lauten die Bestimmungsgleichungen:

_at+pBry o — B S B3 — p102

TT1 = , = , = , =
: 1-p,01 ’ 1—p101 ’ 1—p101 ’ 1—p101
(23.27)

I e - 2 W
1-B101 1-p,01 1-B,01 1-B,01
(23.28)

@ Es stehen acht Gleichungen fiir die Riickrechnung auf die
sieben strukturellen Parameter zur Verfiigung.

@ Es kdnnen nicht fiir alle sieben strukturellen Parameter
eindeutigen Loésungen gefunden werden.

@ Aus den Gleichungen (23.27) und (23.28) ist ersichtlich,
dass 81 = 716/ 712 und gleichzeitig 61 = 77/ 713.

@ Wie man die Mehrdeutigkeit direkt aus der strukturellen

Form erkennt, wird im Folgenden erldutert. or
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23.3.3 Ordnungskriterium

@ Im Pharma-Modell (23.3) und (23.4) waren die
strukturellen Parameter beider Gleichungen eindeutig
bestimmbar.

@ Im verkleinerten Modell (23.14) und (23.15) waren es nur
diejenigen der Gleichung (23.15).

@ Im erweiterten Modell (23.23) und (23.24) waren es nur
diejenigen der Gleichung (23.23).
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Identifikation von Gleichungen

Strukturelle Gleichungen, deren Parameter eindeutig
bestimmbar sind, werden als genau identifiziert bezeichnet;
z.B. Gleichung (23.15).

Strukturelle Gleichungen, deren Parameter aus Mangel an
verbleibenden Bestimmungsgleichungen nicht bestimmbar
sind, werden als unteridentifiziert bezeichnet; z.B. Gleichung
(23.14).

Strukturelle Gleichungen, deren Parameter aufgrund eines
Uberflusses an verbleibenden Bestimmungsgleichungen nicht
eindeutig bestimmbar sind, nennt man iberidentifiziert; z.B.
Gleichung (23.24).
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@ Um herauszubekommen, welche strukturellen Gleichungen
genau identifiziert, welche unter- und welche
tiberidentifiziert sind, existiert das sogenannte
Ordnungskriterium (Abzahlkriterium).

@ Das Ordnungskriterium unterscheidet zwischen
system-endogenen und system-exogenen (pradeterminierte
oder auch vorherbestimmte) Variablen.
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Im erweiterten Pharma-Beispiel (23.23) und (23.24) sind
pt, t und g; system-exogene Variablen, weil ihre Werte
auBerhalb des Systems festgelegt werden.

Am Niveauparameter kann man sich eine ,,imaginére
Variable" xp; vorstellen, deren Wert fiir alle
Beobachtungen 1 betragt.

Auch sie kann den system-exogenen Variablen
zugerechnet werden.

Die Variablen a; und w; sind system-endogene Variablen.

Die Entscheidung, ob es sich bei einer Variable um eine
system-endogene oder eine system-exogene Variable
handelt, ist nicht immer leicht.
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o Essei
K = Anzahl der system-exogenen Variablen im

gesamten Gleichungssystem.

K* = Anzahl der system-exogenen Variablen in
der betrachteten Gleichung.

M* = Anzahl der system-endogenen Variablen in
der betrachteten Gleichung.

Eine Gleichung ist
unteridentifiziert, wenn K—K'< M —1,
genau identifiziert, wenn K—K'=M"—1,
tiberidentifiziert, wenn K—K*> M —1.
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o K — K* ist die Zahl der in der betrachteten Gleichung
fehlenden system-exogenen Variablen.

@ M* — 1 ist die Zahl der rechts des Gleichheitszeichens
erscheinenden system-endogenen Variablen der Gleichung.

@ Man muss also lediglich die Zahl der ausgeschlossenen
system-exogenen Variablen mit der Zahl der rechtsseitigen
system-endogenen Variablen vergleichen.
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Numerische lllustration 23.4
Das erweiterte Pharma-Modell lautete

dy = OC+[31Wt+ﬁ2pt+’B3t+Ut (2323)
We =7 —+ 5]_81} -+ 52qt + vt (2324)

Frage: Welche Ergebnisse liefert das Ordnungskriterium fiir
diese beiden Gleichungen?
Antwort:
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@ Das Ordnungskriterium ist eine einfache Bedingung fiir
die genaue Identifikation einer Gleichung.

@ Genau genommen ist dies aber nur eine notwendige
Bedingung.

@ Zusatzlich miisste auch das sogenannte Rangkriterium
erfiillt sein.

@ Normalerweise ist es ausreichend, das Ordnungskriterium
zu benutzen.
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Es war bei allen drei Gleichungssystemen mdglich, die
reduzierte Form zu bilden und ihre Parameter mit der
KQ-Methode zu schitzen.

Lediglich die Riickrechnung auf die strukturellen
Parameter war nicht in allen drei betrachteten
Gleichungssystemen moglich.

Nur fiir genau identifizierte Gleichungen erhilt man
eindeutige strukturelle Parameterwerte.

Die IKQ-Methode ist folglich nur fiir die Schitzung von

Parametern genau identifizierter Gleichungen zu
gebrauchen.
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23.4 Zweistufige KQ-Methode (ZSKQ-Methode)

Enthalt ein Gleichungssystem eine unteridentifizierte
Gleichung, dann sind die strukturellen Parameter dieser
Gleichung nicht konsistent schatzbar.

Enthilt das System eine genau identifizierte Gleichung, so
kénnen samtliche Parameter dieser Gleichung mit der
IKQ-Methode konsistent geschitzt werden.

Fiir iiberidentifizierte Gleichungen liefert die IKQ-Methode
keine eindeutigen Schitzergebnisse.
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Die zweistufige KQ-Methode (ZSKQ-Methode) liefert auch fiir
den Fall der Uberidentifikation eindeutige Ergebnisse und fiir
genau identifizierte Gleichungen liefert sie die gleichen
Ergebnisse wie die IKQ-Methode.
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23.4.1 ZSKQ-Schitzung mit Hilfe der reduzierten Form

e Die ZSKQ-Methode ist fiir alle genau identifizierten und
alle iiberidentifizierten Gleichungen eines
Gleichungssystems anwendbar, also auch fiir die beiden
Gleichungen des erweiterten Pharma-Modells:

ar = 0(+’31Wt+52pt+,83t+ut (2323)
Wy = ')’+5]_at+52qt+ Vi . (2324)

e Exemplarisch wird die iiberidentifizierte Gleichung (23.24)
betrachtet.

e Eine KQ-Schitzung ist nicht moglich, aber eine
ZSKQ-Schitzung kann vorgenommen werden.
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@ Welche Instrumentvariable bietet sich an, um die mit v;
kontemporar korrelierte Komponente in a; von der nicht
korrelierten Komponente zu trennen?

@ Es wird eine lineare Kombination aus simtlichen
system-exogenen Variablen (xpt, pt, t und qg;) als
Instrumentvariable verwendet:

ar = 71 + Tops + T3t + TTaqr + u; (23.29)

@ Dabei sollten die numerischen Werte der Parameter 711
bis 714 so gewahlt sein, dass die Komponente
(711 + 7Topr + T3t + 7T4q:) moglichst eng mit a;
korreliert ist.
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@ Um die optimalen Werte der Parameter 711 bis 714 zu
finden, wird eine KQ-Schitzung der Gleichung (23.29)
durchgefiihrt.

e Frage: Warum ist das Ergebnis dieser KQ-Schitzung
bereits bekannt?

Antwort:
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o Auf der zweiten Stufe der ZSKQ-Schitzung erfolgt eine
KQ-Schatzung der Gleichung

Wr = 7% + 513t + 52qt + Vl{ , (2330)
wobei v/ die StérgréBe bezeichnet.

@ Diese KQ-Schitzung liefert die gesuchten ZSKQ-Schatzer

~ ~Z5KQ ~ZSKQ
KR 5777 und 0,
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23.4.2 ZSKQ-Schatzung im Uberblick

@ Die ZSKQ-Schitzung einer Gleichung besteht aus zwei
Stufen:

@ Aus der reduzierten Form werden die geschatzten
Werte derjenigen Variable ermittelt, die in der
betrachteten strukturellen Gleichung mit der
StorgroBe dieser Gleichung kontemporar korreliert
ist.

@ In der betrachteten strukturellen Gleichung wird die
korrelierte Variable durch ihr geschitztes Pendant
ersetzt und eine KQ-Schitzung dieser modifizierten
Gleichung vorgenommen. Man erhilt daraus die
ZSKQ-Schitzer.
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@ Das beschriebene Verfahren ist ebenso fiir genau
identifizierte Gleichungen einsetzbar.

@ Die Ergebnisse decken sich dann mit denjenigen der
IKQ-Methode.

@ Die ZSKQ-Schitzer — das heiBt, die KQ-Schitzer der
modifizierten Gleichung — sind konsistent.

964



Okonometrie
- 23. Interdependente Gleichungssysteme
L 23.4. Zweistufige KQ-Methode (ZSKQ-Methode)

@ Wiirde man auch die Varianz der ZSKQ-Schitzer auf
Basis der fiir KQ-Schéatzer iiblichen Berechnungsformeln
ermitteln, so ergdbe sich allerdings eine systematische
Verzerrung.

@ Es ist aber moglich, die Ergebnisse der KQ-Schatzung
manuell mit einem geeigneten Korrekturfaktor zu

versehen und so zu konsistenten Ergebnissen zu kommen.

Numerische lllustration 23.5

Tabelle 23.3 zeigt die Ergebnisse einer KQ-Schatzung fiir
Gleichung (23.25) der reduzierten Form. Setzt man die
Schitzer 71, 7T, 713 und 74 in Gleichung (23.25) ein, so
erhilt man fiir jede Beobachtung t den geschitzten Wert 3;.
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(Forts.)

Tabelle 23.3: Schitzergebnisse fiir Gleichung (23.25) der
reduzierten Form.

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert

Konstante 505,886 70,465 7,179 <0,001
Wirkstoffpreis -1,194 0,130 -9,215 <0,001
Trend -0,674 1,669 -0,404 0,690
Anzeigenpreis 0,586 2,559 0,229 0,821

Man ersetzt in (23.24) a; durch 3; und erhilt Gleichung
(23.30). Eine KQ-Schitzung dieser modifizierten Gleichung
liefert die in Tabelle 23.4 abgedruckten ZSKQ-Schitzer.
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(Forts.)

Tabelle 23.4: Schitzergebnisse fiir die modifizierte Gleichung
(23.30).

Variable Koeff. sd(*) t-Wert p-Wert
Konstante 174,131 40,827 4,265 <0,001
Geschitzter Absatz 0,269 0,089 3,038 0,006
Anzeigenpreis -2,739 1,119 -2,448 0,023

Benutzt man dkonometrische Software, dann erhilt man direkt
die ZSKQ-Schitzer der Tabelle 23.4. Auch die berechneten
Schéatzwerte fiir die Standardabweichung dieser Schatzer
wurden auf Basis konsistenter Schitzformeln ermittelt.
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23.5 Weitere Beispiele interdependenter Gleichungssysteme

23.5.1 Gleichungssysteme mit Lag-Variablen
@ Es wird ein erweitertes Pharma-Beispiel betrachtet:

ar = a+Bywe+ Bopr + Bawe1+ up (23.31)
we = 7y +0d1ar+02qe + 0331 + v . (23.32)

@ Lag-Variablen (w;—1 und a;—1) werden immer als
system-exogen erachtet.

e Frage: Welche Resultate liefert das Ordnungskriterium
fur die Gleichungen (23.31) und (23.32)7
Antwort:

968



Okonometrie
- 23. Interdependente Gleichungssysteme
L 23.5. Weitere Beispiele interdependenter Gleichungssysteme

23.5.2 Keynesianisches Makromodell

@ Die Volkswirtschaft eines Landes sei durch folgendes
makrodkonomisches Gleichungssystem beschrieben:

G = o+ ,B_yt -+ ug (2333)
yr = C+tir. (23.34)

@ Dabei bezeichnet ¢; den Konsum, y; das Sozialprodukt
bzw. das Einkommen und i; die Investitionen einer
Volkswirtschaft.

@ Eine separate KQ-Schitzung der Gleichung (23.33) wiirde
zu nicht-konsistenten Schatzergebnissen fiihren, denn wu;
und y; sind kontemporar korreliert.
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e Frage: Welche der Gleichungen des betrachteten
Makromodells sind genau identifiziert?
Antwort:
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23.5.3 Partielles Marktgleichgewichtsmodell

@ Es wird folgendes Angebots- und Nachfragesystem fiir ein
Gut g betrachtet:

Angebot : gl =a+ Bp: + ut (23.35)
Nachfrage : gV = +01p: +doy: + vi . (23.36)

o Dabei bezeichnet g/* die angebotene Menge des Gutes,
gl die nachgefragte Menge, p; den Preis des Gutes und
yt das verfiigbare Einkommen.

@ Wenn der Preis p; flexibel ist, dann kann unterstellt
werden, dass er Nachfrage g/ und Angebot g zum
Ausgleich bringt:

Marktgleichgewicht : gf\ = gtN =g,

wobei g; die Gleichgewichtsmenge ist.
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@ Wenn man Gleichung (23.35) umstellt, ergibt sich das
folgende Gleichungssystem:

Angebot : pr=a" + BFge+ uf, (23.37)
Nachfrage : gt =9 +1pr + dayr +ve, (23.38)
wobei
1 1
W =2 B* = uf = ——uy .

B B p
@ Im Gleichungssystem (23.37) und (23.38) herrscht in
beiden Gleichungen kontemporare Korrelation.
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e Frage: Welches Resultat liefert das Ordnungskriterium
fir die Gleichungen (23.37) und (23.38)?
Antwort:
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