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1. Rechnen: Gesetze und Regeln

2. Modellieren und Formalisieren:
Keine Angst vor Formalismen ... und etwas Logik
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Organisatorisches | fir MO, MI, DO, FR

Vorlesung
8.30 bis 12.00 im F 55 auf Campus Il (mit Pause)

Gruppenarbeit und Sprechstunde

12-14 Uhr: Gelegenheit zur Gruppenarbeit zu ausgewéhlten Ubungen

Wir haben auch den H 13 flr Sie reserviert

parallel dazu: 13:30-14:15 Uhr Sprechstunde: Wir sind im F 55 flr Sie da.

Ubung 14-16 Uhr, d.h.: 14.15-15.45 im F 55
(Stefan Hoffmann / Alexander Urbanek)

Am Abend (iberdenken Sie bitte den Stoff; sie erhalten auch Gelegenheit zu weiteren Ubungen.
Fragen sind auch vor den Vorlesungen maoglich (ab 8:15 Uhr).

Achtung : Die Mensa schlie3t wahrend der “vorlesungsfreien Zeit” um 13.30.
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100 CHAPTER 3. CONTEXT-FREg

ORMAL FORM 101

_any derivation in G can be simulated by a derivation in the
by application of Algorithm 3.7.2. If G contains the rules A — B
replacing them by A — a creates the same opportunities as their

Algorithm 3.7.1 Let us call a nonterminal A erasable if A=
is easy to see that a nonterminal A is erasable if and only '

1. Thereisarule A —ein G, or

2. There is a rule A — BB,... By, in G, where all nopte :
B, Bs, ..., B, are erasable. _ ’
3.7.3 This algorithm converts any rule A — a with |a| > 1
S of rules B — C1C3, where C; and C; are nonterminals.

A — ByBi ... By, where B; € (B|JNT),1 <<k, the

Using the above characterization of the erasable nonterminals app y
following procedure to find the set E of all erasable nontermin i

2. Add to E all nonterminals in the left-hand sides of rules
satisfying 1. ' A — XpyXpBB,. B

3. While thereisarule A — BiB>... B, € Rwith By, Bs,. ,.4,.
E and A ¢ E, add A to E.

Now, for every rule A — « in G, Algorithm 3.7.1 adds to R all

obtained by eliminating one or more erasable nonterminals in &
example, if G contains the rule A — BCD and C and D are er
add the rules

Xpg,B;..B — XB1XB;Bs.B
XBQBS--‘Bk A0 XB2XBHB-1---Bk

XBk—]Bk T XBk—lBk

A — B Xpiy - XBys XB,B;...By XB;Bs...Bys -+ XB{:—JBk are
A mn BET etminals. Now, if B; is a nonterminal, then the algorithm uses
iead of Xp,. If B; is a terminal, the algorithm adds the rule
4 =Bl | 2 f% set of rules.
Finally, eliminate from R all rules of the type A — e and terminate. step 1s described by the following example. The rule A —

s replaced by

A — BXuwpBE
The result of applying Algorithm 3.7.1 to G is a grammar G1 Fhﬁf Xawpee — X XepBE
gen_erat.e e. Other than that, any derivation in G can obviously be simn Nerpr = XiXoos
derivation in G;. Thus, L(G) — {e} = L(G). X DX
Algorithm 3.7.2 operates similarly to Algorithm 3.7.1, using nonters DBB 7 BE
stead of e. LA Xpe, -+ BE
Algorithm 3.7.2 For any nonterminal A in G, let NT(A) be =y o C
{B|B € NT, A =* B} of all nonterminals derivable from A. F X =5 b,

set NT(A) using a procedure similar to the one used by Algorithm :
to find E:
1. Set NT(A) = {A}. |
2. While there is a rule B — C with B € NT(A) and C ¢
add C to NT(A).
For every, airt{!j BFuch that %5& NT(A) and eaery rule B =#
o v Yok Faiiats Grdndiddan der Injass
B — CD and NT(A) = {A, B}, then the rule A — CD is ad
Finally, eliminate all rules of the type A — B from R and te

nonterminals are used in the above set of rules for 4 —
only. Thus, the new set of rules is equivalent to the given
string w can be derived from A — BabDBE if and only if it can
from the set of rules replacing it. The obtained set of rules
the required condition, so terminate.
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‘ End Algorithm ‘

te the proof of the theorem, we consecutively apply Algorithms 3.7.1,
to the grammar G. The grammar G; obtained by application of



232 ANALISIS SINTACTICO

no determinista N cuyos estados son los propios elementos. Hay una transicién d

A —)(1-)@ a A — aX.B etiquetada con X, y hay una transicién de A4 — o-Bp ;
B — -y etiquetada con €. Entonces, cerradura(l) para el conjunto de elementos (e 5
tad_os de N) I es exactamente la cerradura- € de un conjunto de estados de AFN d:
finida en la seccion 3.6. Por tanto, ir_a(l, X) da la transicion desde I con el si n‘]boi :
X_’ en el AFD construido a partir de N por la construccién de subconjuntos. Asi con0
siderado, el procedimiento elementos(G’) de la figura 4.34 es simplemente la propi;

construccion de subconjuntos aplicada al AFN N construido a partir de G’ como
ya se ha descrito. ,

4.7 ANALIZADORES SINTACTICOS LR 233

upuesto, dos elementos validos pueden indicar dos cosas distintas para el mismo
éreﬁjo valido. Se pueden resolver algunos de estos conflictos observando el siguiente
simbolo de entrada y otros se pueden resolver con los métodos de la siguiente sec-
cién. pero no hay que suponer que todos los conflictos de acciones de andlisis sin-
ctico se pueden resolver utilizando el método LR para construir una tabla de ana-
Iisis sintctico para una gramatica arbitraria.

El conjunto de elementos vilidos para cada prefijo viable que pueda aparecer en
1a pila de un analizador LR es facil de calcular. De hecho, un teorema basico de la
teoria del andlisis sintactico LR es que el conjunto de elementos validos para un pre-
fijo viable v es exactamente el conjunto de elementos alcanzados desde el estado ini-
cial a lo largo de un camino etiquetado con y en el AFD construido a partir de la
coleccion candnica de conjuntos de elementos con transiciones dadas por ir—a. En
resumen, el conjunto de elementos vélidos abarca toda la informacion util que se
~ puede extraer de la pila. Aunque aqui no se demostrard, s dard un ejemplo de este

teorema.

_Ejemplo 4.37. Considérese de nuevo la gramatica (4.19), cuyos conjuntos de elemen-

ir_a se exhiben en las figuras 4.35 y 4.36. Evidentemente, la cadena
n prefijo viable de (4.19). El autémata de la figura 4.36 se encontrard en

Fig. 4.36. Diagrama de transiciones del AFD D para los prefijos viables.

vialﬁe”yﬁfkm’sfﬁoﬁm?ﬁe{@ riridtagen ddér baformatikyFermefin Uni
OI€ P, si existe una derivacion S’ = adw = aff,Bow. En general, un elemento
serd ‘vahdo para muchos prefijos viables. El hecho de que A — B,-B sea valido para
c!.B_. 11_1f‘01’-m_a sobre si desplazar o reducir cuando se encuentre af, en la pila de ana-
lisis smtactlco_. En concreto, si B> # €, entonces indica que atn no se ha desplazado
el mango hacia la pila, asi que el movimiento debe ser desplazar. Si B, = €, enton-

ces parece que 4 — B, es el mango, y se debe reducir mediante esta produccion. Por

O T, despyés de haber leido E + T *. El estado I; contiene los elementos
e Kuhst

T—T*.F
F— (E)
F— -id

que son precisamente los elementos validos para E + T *. Para comprobarlo, con-
~ sidérense las tres siguientes derivaciones por la derecha

= E = E E=E
= F 4 T S SRS ERYY = F 4T
= F + T*F = F + T*F = F 4+ T*F
= E + T*(E) = E + T*id

La primera derivacion muestra la validez de 7— T * -F; la segunda, la validez de
F— .(E), vy la tercera, la validez de F — -id para el prefijo viable E + 7 *. Se puede
demostrar que no hay otros elementos validos para E + T *; se deja la prueba al
lector interesado. o

jtamm\awm@m@LR

1@ continuacién se muestra como construir las funciones de accion e ir_a del andli-
sis sintdctico SLR a partir del automata finito determinista que reconoce prefijos
viables. Este algoritmo no producira unicamente tablas de acciones definidas para
todas las gramaticas, pero funcionara correctamente con muchas gramaticas para
lenguajes de programacion. Dada una gramatica, G, se aumenta G para producir G',
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26 Capitolo 2

linearmente indipendenti se e soltanto se tutti gli elementi diagonali sono
diversi da zero:

a11 0 0 -0
az  az 0 - 0
a31 azz ass - 0
n1 Anz Anz  *  Qan

Dim. Pensiamo se e come si puo ottenere la colonna nulla come combi-
nazione lineare delle colonne della matrice.

Supponiamo azg 7= 0 per k=1, 2, ..., n. Essendo a1 = 0, una combina-
zione lineare delle nostre colonne la quale produca la =n-pla nulla deve
avere il primo coefficiente, 4;, nullo: vedasi la prima riga della matrice.
Dovendo poi essere Zjae1-+ Az2ase = 0, dal risultato ottenuto (4; =0) e
dall’ipotesi fatta (asz 7 0) segue A2 = 0. E cosi proseguendo si giunge a
constatare ’'indipendenza lineare delle nostre n colonne.

Nozione di spazio vettoriale 27

14. Applicazioni lineari

Def. Se E, E' sono due spazi vettoriali su un medesimo corpo K, diremo
che un’applicazione f di E in E' & lineare se
1)

(2)

f(u + v) = f(u) + f(v)
f(ew) = cf(u)
per u,veE, ce K arbitrari.

Se la f & lineare, si ha anche

f(é:t Giui) = é:i eif(u)

o di vettori di E viene portata nella com-

ciodé ogni combinazione linear ( ' e po _ 1 | ;
binazione lineare analoga, ossia con gli stessi coefficienti, dei vettori cor

rispondenti di E'.

Supponiame poi che, per un certo valore di %, sia azx = 0. Se |¢ i
; , sia oy ‘Formalis

fra le nostre n-ple c¢’¢ quella nulla, sicché esse sono linearmen

S Tia nepessariamente (dalla (2), per ¢=0)

men

denti. Sia % < n; proviamo che gid le colonne dalla k-ima alﬁm%a §§lp I’aCh|OS

linearmente dipendenti: e invero, in ciascuna di esse ai

¢’¢ 0. I posti rimanenti sono in numero di n — ¥k, e le colonne in que-
stione sono in numero di # —k 4 1. Dunque, tenuto conto del fatto che
non ci possono essere pitt di » —k (n — k)-ple linearmente indipendenti,
resta provata la nostra tesi.

Ee_;emp@‘o. Apph'eando il eriterio ora stabilito e il risultato del n. 10, vo-
gliamo decidere se le tre terne (che seriviamo in colonna)

GReiEEs] £3
1§0§1
47 1 12

sono linearmente dipendenti o meno.

S'ott_raendo dalla IT la I moltiplicata per 1/5, e proseguendo con opera-
zioni analoghe otteniamo successivamente

é Kunst”

Le applicazioni lineari si chiamano anche omomorfismi. Sono notevoli i

seguenti casi particolari:
{ biunivoca fra E ed j(B) ossia iniettiva (monomorfismo) ;

f(B) = E' ossia suriettiva (epimorfismo).

Le applicazioni lineari soddisfacenti alle due prime condizioni, ossia

biiettive (biunivoche fra E ed E’) sono gli isomorfismi.

Se & E — E', Papplicazione & detta endomorfismo; un endomorﬁsmho buf{f:
tivo, ossia un isomorfismo di uno spazio con se stesso & detto anche aqsto
morfismo; tale ¢ Papplicazione identica ig; un altro esempio gla(»51 vl D-O
(n. 1) & Ia j definita da f(u)=Au con A 0. Due endomorfismi }ﬁ‘im
spazio vettoriale sono in ogni easo componibili. Nel caso di autc-fm.)r ft )
il composto di due di essi & evidentemente un ?Jutqmor’r’}smo, moh S
essendo che ogni automorfismo ammette uﬂ’apphcaz19ne mvers@ che ¢
ancora un automorfismo, si ha che gli automorfismi di uno spazio vetto-
riale costituiscono gruppo. Gli automorfismi pill su menzionati come esemn-

Bye 618 5i 0 0 5i 01 0 5i 01! 0 : : ivlicativo K — {0}
] i ; : : = . i ; A 0 ne an uppo, isomorfo al gruppo moltiplicativo .
1 | _1 | Yorkurs Forrbale @rundlagen der Informatik, Ferngu, Universitat Trier, TSRO AR 20 i " 6143
i i Bi B : : il T : Tutte le applicazioni fra spazi vettoriali con le quali avremo a che fare
5 i i : i i : i i id Paggettivo potrd venire spesso sottinteso.
4 % Ly g 11_ | ___§ 1 Lo i 4} 3130 saranno lineari; percio 1'agg P P
f ‘ e i i i i

Coneludiamo che le tre terne sono linearmente indipendenti.

Teorema. Per ogni f: B —E', Vinsieme f(E) é un sottospazio lineare di E'
(spazio imaaine di E).



Hawm ocramocs ofmegumnTs marommenmpie (BakTH I yera-
HOBHITL CHEGAYIOMUiT pesynsTar 0 O0opeseBCKOM HCYNCIEHTH,
KOTODBIl B 9YaCTHOM CJIydae — PACCMOTPEHHEIT (IEPCOHAINE-
HOY A (Qymsxnum f(z) =z — obopaunBaercs KIACCIYECKOIT
CICKTPaNbLHON Teopemoil.

7.01. Teopema. ITyers a— nopmaswruiii oneparop e
H, Q — xomnarr ¢ C, codepwawuii ezo cnerrp. Tozda

(I) («cmexTpampmas TeopeMa IS HOPMANLHOTO omeparo-
pa») cywecreyer, u npurom eduncréennoe, pasaoxcenue

edunuyvt E na Q rakoe, uro a = f?-. dE,;
0
(IT) npu arom Gopeaesckoe wcuucaenue na Q or a mo-

Jgcer OviTo 3adano pasencreom f(a) = E'f(}.,) dE,; fe B(Q).
Q
< Monosxmy E(A) pasuniv smauenimio Gopeneseroir GyHx-
umn ya or a. Torna ma reopemsr 7.37 (I) m mperoskenns
7.45 caeayer, uro E — cnexrpanbuasn Mepa, sajaiomasg ome-
paropsr [(a) ¢ momompio ykasanmoro B Qopmy:aiponke pa-
BEHCTRA; OTCIONIA, B 9WACTHOCTH, & = | A dF, Jlamee, ma muja

v 7.53. Ipennomenne. Hycrs E°, cooreercreenno E,—
~ paaaojcenue edunuyvy onepatopa a ma Spa, cooTeercreen-
no Q. Toeda das awboeo Gopeaescrozo A=Q E(A)=
=E°(ANSpa). Kar caedcreue, E(A)=0 npu A=Q\Spa.
< Ougesnpao, £7: A—»}E-‘” (AN Spa)ecrs pasunomenne enu-
muner ma Q raxoe, 4To l A (3}3;_1;:5'1 dES = a. TToaromy my:k-
) (8]
HO€ pPaBeHcIBO CIeayeT 13 CBOIICTRA € MHCTREHHOCTH B TEO-
peme 7.51 (I). >
B sarmouenme macrosrennmo PCKOMEH/[YEM UNTATEJI0 —
| €CJIT EMY He NPUXOAUIOCH JieJaTh 9TOr0 PaHLINe — HANTH B
' ABHOM BHIE paslo:ienie eIUHMNEI [0 KpaitHeil Mepe JUIA
| ciaeiylomnx omeparopos: (I) oprompoexropa; (II) omeparo-
{ Pa IOTOYEUHOro YMHOKCHHMSA HAa OTPAHHYEHHYIO MOCHe0Ba-
rensnocts  {hn & C; ne N} » Ly; (IIT) oneparopa g (t)—tg (t)
‘ B B L7[0,1].
_ 7.3. Omacanue C* -anredp rax oneparopueix aaredp. Te-
] ICPh, BOOPY/RUBIINCH IIOJNHBIM 3HAHHEM KOMMYTaTHBHBIX C*-
18 aaredp, MBI IEPEXOANM K OCHOBHLIM pesyibTataM o0 obnprx
C*-anredpax.

Q

Ma

oo S e Lok Jlevlma, Hyers Q— EOMRAKT, B — ynurasvnas
Gopenesckoro mcumcienns B 7.37 m m3 I PeIosKer “F\Q;rmlallsme da Ganazosa aazebpa ¢ MyasTURAUKATUGHOL
0YeBH/HHIM 0GPa30M BBITERAET, UTO JUIST JIOOHIX 4. 0y o, : v yak 'y

LT o s
+

\ : T
n Gopexercroro A E.., (A) = [' ¥a (8) dug y () = epme 1Scpr
‘ o
My — (3aBEIOMO peryaapHas) Mepa W3 mpemtomenms 7
210 o3navaer, uTo E — pasmomenme eqmmmin.

Ocraercs [0KazaTh eIMHCTREHHOCTL 1 (I). Tycrs
F: A~ F(A) — pasnomennme epmummpr ua TAKoe, UTO

5
34;

a@= |\ MdF,.Torga orobpamenne f— | (1) dF, ABIACTCH,
& Q
Ha ocnopanmir mpejuroskennsa 7.50, GopenencrmM  mcwmeme-
meM Ha Q ot a. B cuay egmmersenmocti mociemero (T.32),
DTO 03HAUAET, UTO ff(?u) dF, = f}'(?x) dF; nna meex fe=
Q 0
€ B(Q). Basas moboe Gopemenckoe A I TOIOMRIE [i=1s, un
moxydaeM, uro F(A)=E(A). >
7.52. 3agaua (ep. 7.45). Tlyers — TPOIBROILHBIIT
KOMIAKT, () — HeNpPepuIBHEIT *-roMomopmaM Me®Iy moin-
nopMupoBanupIME axarebpamm B(Q); m, n F(H); w. Toka-
3aTh, uro I: A"y, — pasnomenne equonns na Q.
Pazmomenne epmmmnsr, ¢urypupyiomee r 7.51, masnipa-
eTcA pasaoxcenuem edunuywvt oneparope a (ma Q). Ioxa-
AWM, UTO OHO (PaKTHUECKH He 3aBHCHT OT BRIGopa Q= Spa.

Q

Vorkurs Formale Grundlagen der Informatik, Fernau, Uni\‘:/_ersitét Trier, WiSe 20

HO PG

— UNBERTUGCHLUL HERPEPLIGHBLE ') yHIL-

- B
3. Tozda dan woboii f=C(Q) lix (f)l =

B 5 E{Q)

achlose Kunst’:
— J 0«

{ < Hamommms o ¢hynrrope cmertpa Q (em. m 1.2), mo-
domIM o i=Q(x): QB)>Q 1 A:=Ima=Q. Boznmex

‘ P 1=Q(B) m s=a(t); rorma mia moboii eC(Q) f(s)=

7N

= [(a(t))==(]) (¢). Bougy reopemsr 2.11
| uto [f(s) | <<l (f)I.
' Cormacuo omnpepenenmio pasroMepuoit mopmer Il - Iy, mam
OCTaJI0Ch 110Ka3aTh, 910 A =C. Tak Kak o — HenpepsiBHOE
oTolpaskeHie Me#Iy rommakramu, A zamrmEyTo. IloaToMmy,
(0 ecm A¥Q, To ms teopempr Ypsicona (em. m 0.0.3°) cxe-

. ayer, uro 8 C(Q) cymecrsyior ¢ymrmmm g u h rakume, uto
gla=1, h#0 n gh=0, Tlocronbky mis mI060r0 t=Q(B)

N

%(g) () =g(a(t))=1, o,
obparum B 5. Ho Torjia m3
410 % (h)

(I) a10 03mauaer,

cornacmo cxegersmio 1.2, %(g)
%(g)x(h)=wu(gh)=0 BnTexaer,
=0, a oT0 HpoTHEOpeYNT MHBEKTHBHOCTH %. [

1) Hpeanonossenme o HEUPCPHIBHOCTH ¥ BJleCh W B CJeAyIOIeii
TeopeMe MO0 Obl OBITE 0'r611=§1./u918; cM, samevanue 1.16.

259
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3.3 Extrema, Schranken und Grenzen 43

42 3. Transitivitat

Objekt-Ebene eine Ordnung E' als Relation. Mit der nun
nenalgebraischen Untersuchung von Schranken, Grenzen und
© wir zugleich die Grundlagen unserer bisherigen Arbeitsweise;
h und semantisch interessanter zusétzlicher Aspekt. Diese
d fiir das Verstindnis der weiteren Kapitel nicht unbedingt

nach Bearbeitung der ersten Spalten von (& 5) die Matrix
( At A*B
CA* DUCA*B)~
Man vergleiche dies mit dem Zwischenzustand
A1 -A-'B U\ _ (X
+CA™' D-CA™'B b I 8

. . g : ieren wir uns fur die ,extremalen“ Elemente einer Teil-
eines Gauss-Jordan-Algorithmus mit Diagonal-Pivotwahl, angewendet . r

nd die maximalen Elemente, welche keine echten Nachfolger

SR A B\ (X U . haben, wie auch die minimalen Elemente, die keine echten
(C -D) (Y) - (V) ’ Teilmenge besitzen.
~ Von einer gegebenen Ordnung betrachten wir die irreflexive
I"Jbungen ne Teilmenge ¢ und einen Punkt z. Es heife

. —=T
les Element von t <= zCtCCx
< zcCtund ztTcC

<= Der Punkt z gehort zur Menge ¢ und ist nicht
kleiner als irgendein Punkt aus ¢.

3.2.1 Man zeige: Jedes in I enthaltene R ist symmetrisch und jede
metrische Relation ist irreflexiv.

3.2.2 Man beweise, daB eine Relation R genau dann Aquivalens ist,
reflexiv ist und RRT C R erfillt.

3.2.3 Man zeige, daB fir jede homogene Relation R gilt
mf{H|SURHCH}= R*."’elne “S

inf{H|RURHCH}=inf{H|RU RH 1
3.2.4 Man beweise folgendes: Eine in der Aquivalenzrelation S en
Relation Q und eine beliebige Relation R erfiillen stets Q(R
QR N S. (Man vergleiche dieses Resultat mit dem modularen
der Verbandstheorie.)

3.2.5 Fiir jedes R ist RTR = R .- R reflexiv und transitiv; siehe (2.

Ct Menge der Maxima von t.

Element vont <= zCtCCxz
ey < zCtund t2TcC

"
St <= Der Punkt z gehort zur Menge ¢ und ist nicht
grofler als irgendein Punkt aus £.

CTt Menge der Minima von t.

ation C' Unklarheit herrschen konnte, werden wir Maxc ()
(t) verwenden. 0

29

rianten der Definition sind nach (2.4.4.i) dquivalent. Ferner
N Ct aquivalent zu = C tund z C Ct. Letzteres ist weiter
€t C T und ztT C C, so daB Max(t) in der Tat die
* maximalen Punkte darstellt.
"_{ \ktes z der Menge ¢ kann als innere“ Eigenschaft von ¢,
1L 1 eingeschrankten“ Ordnungsrelation, verstanden werden, die
ﬁemﬁe der Schranken und Grenzen hingegen nicht! Maxi-
.Cll_ nicht fiir jede Menge; insbesondere kann die leere Menge
hente enthalten. Andererseits gibt es fiir eine Menge u. U. meh-
€hzaussage erwahnen wir als Folge von (6.3.2).

ge t kann man auch fiir eine Relation X mit Max(X)
Weise® Maxima bilden. Viele der folgenden Aussagen

1§%n sich interessante Identititen W'B /H_lg.er an-

a.u.nd Minima verlangt zunachst keine speziellen
: C-;’ insbesondere nicht, daB C eine Striktordnung
nd konventionsgemaB aufwirts gerichtet — liegt

icht transitiv, also keine Ordnung ist. Auch in

3.2.6 Man beweise mit dem Schubfachprinzip, daf fiir jede boolesch
Matrix R
) R*C(IUR".
ii) R* =supocicn R

i) Rt =supgcicn R .
iv) (JUR)(IUR)(IURY(IUR®...(JU rR =R

15

3
3\? ]r%xtrema, Schranken und Grenzen -
orkurs Formale Grundlagen der Informatik, Fern
Wenn eine Ordnung vorgelegt ist, verlangen typische Aufgabens
Ordnung in bezug auf eine Teilmenge der Punkte zu studieren
oder grofite Punkte usw. zu ermitteln. . Nun betrachten wir aber !
auf zwei verschiedenen Ebenen, einerseits auf der Meta-Ebene der
gangssprachlichen Formulierung die Ordnung R C S von Relatio




Formalismen—Eine “sprachlose Kunst”

Die Strukturwissenschaften Mathematik und Informatik haben Uber Jahrhunderte eine Formel-
sprache entwickelt, die wahrhaft volkerverbindend ist.
So finden sich die indisch-arabischen Zahlen in jeder (bedeutenden) lebenden Schriftsprache.

Andere Symbole sind jingeren Datums, aber haben sich ebenfalls schnell international durch-
gesetzt. Man kann sie wie Vokabeln erlernen. Oft gibt es gut einpragsame Merkregein.

Beispiele:

Das Summenzeichen ist das Sigma: ) _.

Das Produktzeichen ist das Pi: TT.

Das Differenzieren wird durch ein (evil. verfremdetes) d bezeichnet.

Das Integrieren hief3 friher auch Summieren und wird durch ein langgezogenes S bezeichnet: |.
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Ada Lovelace, die erste Programmiererin

INAGRAN BELONGING TO NoTy D
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https://www.quora.com/What-is-Ada-Lovelace

Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS (A)
//Die Eingabe A ist eine Liste zu sortierender Gegenstande
foreach 1 from 1 to length(2A) do:
foreach 5 from length(2) downto i + 1 do:
if Al § 1] < A[ -1 1 then
swap( A[ J 1, A[ J3-1 1 )
end if
end for
end for
end procedure
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Programmtexte als Formalismen—ein Weg zur Informatik

procedure BS (2)
foreach i from 1 to length(2a) do:
foreach 5 from length(a) downto i + 1 do:
if Al 1] <A[ 5-1 1 then
swap( A[ J ], A[ j-1 1 )
end if
end for
end for
end procedure

Ist Sortieren wichtig ?
Ist die vorgeschlagene Prozedur richtig ?
Wie sieht man das ein ?
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Modellieren

In der Praxis liegen die Aufgaben nicht “fertig formalisiert” vor.

Zentrale Aufgabe von “Strukturwissenschaftlern”:

Entdecke und beschreibe die wesentlichen Aspekte einer Aufgabe.

Nur nach erfolgreicher Modellierung kann darauf aufbauend eine geeignete, pas-
sende Formalisierung erfolgen.

Von einer geeigneten Formalisierung zu einem guten Programm sollte es nur
noch ein kleiner Schritt sein...

Im Folgenden einige ausfuhrlichere Beispiele. ..
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Missverstandnisse. ..
Obwohl doch alles klar ist ?!

Wieviele Seiten hat ein quaderférmiger Gegenstand?
Selbstverstandlich SECHS!

Meinen wir das immer im Alltag??
Das hat Perscheid mal karikiert . ..

WICHTIG: Genaues Verstandnis des Zusammenhangs!
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Manchmal hat ein Quader nur zwei Seiten ...

b3
[

& PERSCHEID / Dinte. BLALS

FTETEL e,

DIE FISCHSTABLHEN UNAUFGETAUT DER PACKUNG EMT-
NERHMEW UND 5- 7 Mid. vON ALLEH SEITEN BRATEN.
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Algorithmen im Alltag?

aus der Badischen Zeitung vom 26. August 1963:

Wenn die Hausfrau wissen mochte, an welchem Tage die Butter ausgeformt
wurde, so muss sie das Stanniolpapier zurlckpellen, bis sie drei eingestanzte
Buchstaben entdeckt. Schreibt man dazu das Schlusselwort “Milchprobe” auf
ein Blatt Papier und setzt darunter die Zahlen 1 bis 10, so ergibt sich aus den
Buchstaben MBP die Zahl 196. Damit ist der Tag errechnet, an dem die Butter
ausgeformt wurde, namlich der 196. Tag des Jahres. Das ware also an Hand
des Kalenders der 15. Juli.

Wo steckt hierin der Algorithmus? Ist alles klar und eindeutig beschrieben?
(Leider nein, die Erklarung ist in gewissem Sinne sogar falsch.)
Jedenfalls ist die Milchprobe ein Politikum gewesen.
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http://www.spiegel.de/spiegel/print/d-46170003.html

Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !

“Zugteile” \ Yl

Die zwei Spieler wahlen abwechselnd ein Schokoladenstick und essen nicht nur
das gewahlte Stick, sondern alles, was sich rechts und oberhalb davon befindet.
Der letzte Biss legt somit die gesamte verbleibende Schokolade fest.

Der Spieler, der das vergiftete Stickchen essen muss(!), hat verloren.
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
Aber manche schert das nicht !
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = m.
Das bedeutet: A kann unabhangig von B’s Zligen stets gewinnen.

Beweis: konstruktiv (!) (D.h.: Wir erklaren jetzt A, wie er gewinnen kann.)

Im ersten Zug isst A alles bis auf die erste Zeile und die erste Spalte.

Isst nun B k Stlickchen von der Zeile, isst A k Stlickchen von der Spalte und umgekehrt.

Zum Schluss bleibt das Eck links unten fir B Gbrig. ~» A gewinnt.

Ebenso konstruktiv: Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie, falls n = 2.

Wie geht’s ?
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Chomp: Das Feld links unten auf der n x m-Tafel ist vergiftet !
Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie.

Beweis: Eingangs gibt es n x m Schokoladenstticke, und bei jedem Biss verringert sich die Zahl
der Schokoladenstlickchen um wenigstens Eins.

~» Das Spiel endet stets mit Spieler A oder B als Gewinner.

Annahme: A hat keine Gewinnstrategie.

~» B hat eine Gewinnstrategie. (Einer-Wird-Gewinnen)

Auf einen beliebigen Zug « hat also B eine richtige Antwort (3, um stets zu gewinnen.

Dies qilt insbesondere am Anfang flr den ersten Zug « von A, bei dem er nur ein einziges Stlick
abbeif3en kdnnte. Aufgrund der Struktur des Spiels hatte aber auch A den Antwort-Biss {3 bereits
ausfihren kénnen und hatte so eine Gewinnstrategie. Widerspruch !

Masterarbeit (oder mehr...): Finde einen konstruktiven Beweis !
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Chomp: Das Feld links unten auf der 3 x m-Tafel ist vergiftet !
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Exkurs — Spieltheorie
Hier: Zweipersonenspiele mit vollstandiger Information

Wichtig: Spielbeschreibung mit Regelwerk (kann man logisch spezifizieren); wann
gilt das Spiel flr wen als beendet / gewonnen ?

Fragestellungen:

Wie sollten Spieler A (macht ersten Zug) oder Spieler B ziehen ?

Gesucht: Vorschrift (Strategie), die jeder Spielkonfiguration einen Zug zuordnet.
Besitzt Spieler A (oder Spieler B) eine Gewinnstrategie ?
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Exkurs — Spieltheorie
Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.
Wie gelangt man zu einer guten Strategie ? Minimax-Ansatz

A denkt dartber nach, einen Zug « zu machen.

Dazu Uberlegt sich A, was B auf o« antworten konnte.

Um zu gewinnen, muss A flir jede Antwort 3 von B einen “Gewinnzug” o’ usw.
Etwas formaler (c Anfangskonfiguration, C4 Menge der Endkonfigurationen, in
denen A gewonnen hat): A besitzt Gewinnstrategie gdw.

JovBIx' VR ... (caPpa’B’...) € Ca
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Exkurs — Spieltheorie

Strategie, lokale Sicht: B sucht “Antwort” auf Zug von A und umgekehrt.
Wie gelangt man zu einer guten Strategie ?

Entsprechend besitzt B eine Gewinnstrategie gdw.

Vadpve'3’ ... (cafa’p’...) € Cp

Satz: Gibt es in Zweipersonenspielen mit vollstandiger Information kein Unent-
schieden, so hat entweder Spieler A oder Spieler B eine Gewinnstrategie. (Einer-
Wird-Gewinnen)

Beweis: ...de Morgan. ..
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Exkurs — Spieltheorie: ein Beispiel

Satz: Spieler A hat eine Gewinnstrategie fur “Vier gewinnt”.

Beweis: ist konstruktiv, siehe folgende Diplomarbeit von 1988
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Exkurs — Spieltheorie ein weiteres Beispiel

Rekonstruktion eines antiken Mahle-Spiels
Satz: Es gibt weder flr A noch fir B eine Gewinnstrategie bei “Mhle”.

Beweis: besteht aus einer 17 GB grof3en Datei . ..
Ebenfalls Ergebnis einer Diplomarbeit (von 1993)
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Exkurs — Spieltheorie (ernsthaftere) Motivation
Schwerpunkt Spieleprogrammierung bei Prof. Sturm

FUr Wirtschaftsinformatiker insbesondere: Historischer Ausgangspunkt der Spiel-
theorie ist die Analyse von Gesellschaftsspielen durch Joh(an)n von Neumann
(ungarisch: Neumann Janos) im Jahre 1928.

Anwendbarkeit des von ihm entwickelten Ansatzes zur Analyse wirtschatftlicher
Fragestellungen ~»

“Spieltheorie und wirtschaftliches Verhalten” (Theory of Games and Economic
Behavior; JvN und Oskar Morgenstern, 1944):

Startpunkt der modernen Spieltheorie
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Latrunculi: Unser Spielprojekt bei Campus llluminale

. Latrunculi
Cr

Regeln

Henning Femau & Moritz Gobbert 1Un|ver5|tat Trier . . N N . vy =
fomauguniiserde  gobbatgunitrierde L Spiele vorsichtiy awch wnd schlon den Krieg der Steine,
wo ein einzelner Stein durch zweifachen Feind verloren geht.
. . . . . . Zu Beginn des Spiels platziert jeder Spieler anf der ihm nachsten Churid

Reihe seine Spielsteine. (Alternativ: Die Spieler setzen abwech-
selnd ihre Steine auf beliebige Felder)

o e

o e
o <o @
o e o e
LI

Die Spieler ziehen abwechselnd je einen ihrer Spielsteine horizon-
tal oder vertikal, so weit sie wollen. (Vgl. Schach-Turm)

Hierbei diirfen sie weder andere Spielsteine iiberspringen, noch
auf ein Feld ziehen, auf dem bereits ein Spielstein liegt.

o
S0

[ ]
¥»e
90 e

. Ein Spieler kann einen Spielstein des Gegners erobern, wenn er so
zieht, dass der gegnerische Spielstein auf zwei gegeniiberliegenden
Feldern von eigenen Steinen umstellt ist. N

(leritdes Latruncalé Spelfeld onf eder rémischen Teml

. . . . Quuollie GOKE - Lasdosassss Mats {Uoah, Roulischor]
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Induktiv definierte Folgen

Beispiel: Die Folge (ap, aj, ap,...) = (an)nen ISt gegeben durch:

(10:1,

an = ap_1-n, farn > 0.

Schreibweise: | [, bj bezeichnet das Produkt aller Zahlen der endlichen Fol-
ge (by,...,b,_1). Das leere Produkt wird als Eins interpretiert.

Satz: Fir die oben definierte Folge an gilt: an = Hje[n] G+1).
f(n) = an heil3t auch Fakultatsfunktion; Schreibweise: n!
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Induktiv definierte Folgen: Treppensteigen

Ean
Bei jeder Stufe kann man sich die Frage stellen:
Nehme ich eine Stufe oder Uberspringe ich eine Stufe?
Die erste Stufe muss auf jeden Fall betreten werden.

Frage: Auf wieviel verschiedene Arten f, kann man nun eine n-stufige Treppe
heraufgehen?

Versuchen wir (an der Tafel), eine Tabelle daflr aufzustellen.
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Induktiv definierte Folgen: Treppensteigen
Finden wir ein Bildungsgesetz ?

FlOrn > 2 gibt es zwei Moglichkeiten, eine n-stufige Treppe zu erklimmen:
— entweder hatten wir einen Schritt von einer (n — 1)-stufigen Treppe aus ge-

macht
— oder zwei Stufen auf einmal von einer (n — 2)-stufigen Treppe aus genommen.

~ fn = f_1 + f_>; Sonderfalle: f(0) = 0 und f(1) = 1.

Diese Folge kommt sehr haufig in der Natur und Kultur vor und wird gemeinhin
die Folge der Fibonacci-Zahlen genannt !

Mehr Uber Leonardo Fibonacci bei einem virtuellen Museumsbesuch.
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http://www.math.ethz.ch/fibonacci/index

Der Goldene Schnitt

ist die Teilung einer Strecke so, dass die gesamte Strecke X sich zu dem grof3e-
rem Teilstlck der Lange 1 verhalt wie das grof3ere Teilstick zum kleineren.
Das Teilverhaltnis lasst sich nun einfach ausrechnen. Es qilt:

X:1=1:(X=1), also: X*)—X=1

mit den beiden Losungen ¢ und d =1— ¢, wobei

1 5
b = +2\[ ~1.6181...
die goldene Schnittzahl ist.
Satz: (Formel von Binet) f, = d)n_g}g_d))n- Daher: limn—00 ﬂ}—f = .
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Ein architektonischer Exkurs

Beim Parthenontempel in Athen bildet der Sauleneingang hierbei ein goldenes
Rechteck, also ein Rechteck, dessen Seiten sich genau wie der goldene Schnitt
verhalten. Auch verhalt sich die Hohe bis zum Dach zur Ho6he der Saulen wie

der goldene Schnitt.
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Konstruktion des Goldenen Schnitts

C

[/

A Tellpunkt B

Im Endpunkt der Strecke AB wird die Senkrechte errichtet. Auf ihr tragt man die
Halfte von AB ab. Es ergibt sich Punkt C. Der Kreis um C mit dem Radius CB
schneidet AC bei D. Ubertragt man den Abstand AD auf die Strecke AB, so ergibt
sich der Teilpunkt T. T teilt AB im Verhaltnis des Goldenen Schnittes.
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Fibonacci-Zahlen: Eine Philatelistische Annaherung

Diese Schweizer Briefmarke wurde zum 150-jahrigen Bestehen des Schweize-
rischen Ingenieur- und Architektenvereins SIA herausgegeben und enthalt eine
interessante mathematische Konstruktion.

Die Briefmarke zeigt den Zusammenhang des Goldenen Schnitts mit der Logarithmischen Spi-
rale, auch Fibonacci-Spirale genannnt.

N&here Erlauterungen finden Sie hier.
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http://www.fh-friedberg.de/users/boergens/marken/briefmarke_01_02.htm

Ein geometrisches Problem, das zu den Fibonacci-Zahlen fihrt:
Konstruktion aneinanderliegender Quadrate.

Wird in jedem Quadrat ein Viertel eines Kreises gezogen wie in der Abbildung, erhalt man die
sogenannte Fibonacci-Spirale, eine Form, die bei gewissen Muscheln beobachtet werden kann.

J‘..F" 1
fﬂ'""—ﬂ"""w-.

.l"".u-—
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Die Muscheln sind lediglich ein Beispiel fur ein verbreitetes Phanomen: das
Vorkommen der Fibonacci-Zahlen in der Natur.

Die Fibonacci-Zahlen finden sich in der Position der Blatter und der Blumen-
blatter von Blumen, in den Verzweigungen einiger Pflanzen, in der Anordnung
der Samen der Sonnenblumen oder der Schuppen der Tannzapfen.

Letztere sind so angeordnet, dass sie zwei Serien von entgegengesetzten Spi-
ralen bilden, die im Zentrum zusammentflie3en.

Im selben Tannzapfen oder derselben Sonnenblume sind die Zahlen der Spira-
len, die sich in beide Richtungen winden, aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Warum sind Fibonacci-Zahlen “naturlich” ? Gute Erklarungen mit vielen geschicht-
lichen Erlauterungen (auch fir Lateiner) finden Sie hier.
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http://www.uni-giessen.de/~g013/goldfibo/goldfibo.pdf

Konkretes Naturbeispiel: Die Sonnenblume

Bei der Sonnenblume sind die Samen bogenférmig angeordnet. Das heif3t, wenn
man die Anzahl der Bogen gegen den Uhrzeigersinn und die der Bogen im Uhr-
zeigersinn betrachtet, erhalt man zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen.

Begrindung: Die Sonnenblumenkerne wachsen kreisférmig um den Mittelpunkt der Sonnenblu-
me. Zwei in ihrer Entwicklung aufeinander folgende Kerne teilen den Umfang dabei im Verhaltnis
des Goldenen Schnitts. Der Winkel zwischen ihnen betragt also 360° — 360°/¢ ~ 137,518...°.

Mehr finden Sie bei matheprisma.
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http://www.matheprisma.de/Module/Rekurs/index.htm

Konkretes Naturbeispiel: Ein Tannenzapfen

Mehr Infos zu Fibonacci hier.

Gehen Sie mit wachen Sinnen durch die Natur !
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http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html

Konkretes Modellieren
ist lhnen aus der Schulmathematik vielleicht leidvoll bekannt:
Textaufgaben

Diese sind aber fur die angewandte Mathematik und Informatik unverzichtbar.
Gute Informatiker brauchen neben gut ausgebauten mathematischen auch sehr
gute sprachliche Fahigkeiten.

Insbesondere missen Kundenwiinsche richtig gedeutet, verstanden und um-
gesetzt werden konnen.
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Textaufgaben

Versuchen Sie stets:

evtl. (sprachliche) Unklarheiten zu erkennen und zu benennen,

sich klar dariber zu werden, was wirklich bekannt ist,

moglichst eine Skizze von der Lage anzufertigen,

bei einer “zu abstrakten” Frage zunachst nach konkreten Beispielen zu suchen,
sich klar dartiber zu werden, was wirklich gesucht ist,

die Aufgabenstellung und den LOosungsweg moglichst klar zu gliedern,

sich bewusst machen, welche Losungsstrategien man anwenden kann,

auf bekannte oder ahnliche Aufgaben zurtickzugehen (Erfahrungen !) und

zu klaren, wie und wo man sich evtl. noch fehlenden Informationen besorgen
kann.
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Textaufgaben

1. Eine Ziege ist mit Hilfe eines sechs Meter langen Seils an der Ecke eines Stalls mit flinf
Meter Lange und vier Meter Breite angebunden; sie befindet sich im Freien. Der Stall ist
von einer Grasflache umgeben. Was fur eine Flache kann die Ziege abweiden ?

2. Unter einem Palindrom versteht man eine Zahl (oder allgemeiner eine Buchstabenreihe),
die vorwarts wie rickwarts gelesen denselben Wert hat (dasselbe Wort liefert). Ein Bei-
spiel ist 12321 oder das Wort “Reliefpfeiler”. Ein Freund behauptet, alle Palindrome mit vier
Ziffern seien durch 11 teilbar. Stimmt das ?

3. Die Durchquerung einer Wuste nimmt neun Tage in Anspruch. Ein Mann muss eine Bot-
schaft auf die andere Seite bringen, auf der seine Vorrate nicht aufgefrischt werden kénnen,
und dann wieder zuriickgehen. Ein einzelner Mann kann Nahrungsmittel fir 12 Tage tragen.
Allerdings kbnnen unterwegs Depots angelegt werden. Wie schnell kann die Botschaft an
die andere Seite gelangen ? Wie schnell geht es, wenn zwei Boten zur Verfigung stehen ?
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4. Auf einem Tisch liegen zwei Streichholzstapel. Zwei Spieler entfernen abwechselnd Streich-
holzer nach der folgenden Regel: Ein Spieler kann entweder von beiden Stapeln je ein
Streichholz nehmen oder ein einzelnes Streichholz entfernen. Der Spieler, der das letzte
Streichholz wegnehmen muss, hat verloren. Gibt es eine Gewinnstrategie flur den Spieler,
der mit dem Spiel beginnt ? Oder gibt es eine Gewinnstrategie fir den Nachziehenden ?
Oder gibt es flir keinen Spieler eine Gewinnstrategie ? Und wie sahe so eine Gewinnstra-
tegie aus ?

Betrachten Sie (zunachst) “kleine Streichholzstapel”.
Die Aufgabe ist schwieriger, als sie zuerst scheinen mag.

Daher vereinfachte Annahme: Beide Stapel enthalten zu Spielbeginn gleich viele Holzer.




